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第一章 代数整数

内容提要

h 整数环的结构 1.15
h 整基的判定 1.18
h 分圆域的整数环 1.27

h 类群有限性 1.53
h 狄利克雷单位定理 1.56
h 整二元二次型 1.65, 1.69

问题

什么样的正整数能够写成两个整数的平方和?

在初等数论中我们知道,一个正整数可以写成两个整数的平方和当且仅当其素数分解中,模 4余 3

的素数的幂次是偶数. 证明这个结论最直接的做法是在环 Z[i]中研究它们的分解. 由此可见,即便是研
究整数环 Z和有理数域 Q上的算术问题,对其代数扩张的研究也是十分有必要的.
代数数域指的是有理数域 Q的有限扩张. 正如整数环 Z的算术性质对于 Q的重要性,本章中我们

将对数域的整数环 OK 进行研究,这包括 OK 的线性结构、唯一分解性、单位群的结构等内容,并利用
其回答整二元二次型表整数问题.

设 Fq 为 q元有限域, t为一未定元. 我们称 Fq[t]的有限扩张为函数域. 由于函数域与数域有很多相
似的性质,因此在很多情形我们可以把它们放在一起来研究.

§1.1 域扩张的线性结构

设 L/K 为域的 n次扩张,则 L可以看成K 上 n维线性空间. 我们来研究它的线性结构.

§1.1.1 迹和范数

对于 α ∈ L,映射 Tα : x 7→ αx给出了K 线性空间 L到自身的线性变换. 由于迹和行列式在线性代
数中的重要地位,我们给出如下定义.

定义 1.1 (迹和范数)
分别称线性映射Tα的迹和行列式为α (在扩张L/K下)的迹和范数a,记为TrL/K(α)和NL/K(α).

a注意这不是泛函分析中的范数.

� 练习 1.1.1对于 α, β ∈ L,证明

TrL/K(α+ β) = TrL/K(α) + TrL/K(β), NL/K(αβ) = NL/K(α)NL/K(β).

因此 TrL/K : L→ K 和NL/K : L× → K×是群同态.
� 练习 1.1.2对于 α ∈ L, λ ∈ K,证明

TrL/K(λα) = λTrL/K(α), NL/K(λα) = λnNL/K(α).

� 练习 1.1.3设 L/K 是一个二次扩张. 是否总能找到 θ ∈ L使得 θ2 ∈ K 且 L = K(θ)? 试着用 L的一个

合适的生成元 θ来表示 TrL/K 和NL/K .



第一章 代数整数

固定一个 K 的代数闭包 K. 我们记 HomK(L,K) 为保持 K 不变的嵌入 τ : L ↪→ K 全体. 元素
α ∈ L× 的极小多项式是指多项式环 K[X]中零化 α的次数最小的首一多项式,也就是线性映射 Tα 的

极小多项式. 如果 L×中所有元素的极小多项式均无重根,称 L/K 可分.
例题 1.1
(1) 如果 K 的特征为零,则 L/K 总是可分的. 这是因为如果 f 是 α ∈ L的极小多项式,则 f 在 K[X]

中不可约. 如果 f 有重根 β,则 f 与 f ′的最大公因子零化 β,这意味着 f 整除 f ′. 这在特征零情形
是不可能的.

(2) 如果 K 的特征为素数 p, α ∈ L不可分,那么由前述推理可知对于 α的极小多项式 f ,有 f ′ = 0.
因此存在 f1(X) ∈ K[X]使得 f(X) = f1(X

p). 注意到 f1是 αp的极小多项式. 因此归纳可知 f 可

表为 K[X]中一可分多项式的某个 pm 次幂, m ≥ 0. 设 t是未定元,则 K(t1/p)/K(t)中 t1/p 的极

小多项式为 Xp − t =
(
X − t1/p

)p.
设 L/K 可分. 我们知道,有限可分扩张都是单扩张1,即存在 θ ∈ L使得 L = K(θ). 设 θ 的极小多

项式为

f(X) =
n∏
i=1

(X − θi),

则 θ 7→ θi诱导了所有的 L ↪→ K,因此 HomK(L,K)的大小为 n.

命题 1.2
对于有限可分扩张 L/K,我们有

TrL/K(α) =
∑

τ∈HomK(L,K)

τα, NL/K(α) =
∏

τ∈HomK(L,K)

τα.

证明 见 [15, Chapter I, Proposition2.6]. 对于 α ∈ L,

p(X) :=
∏

τ∈HomK(K(α),K)

(X − τα) = Xm + am−1X
m−1 + · · ·+ a0 ∈ K[X]

为 α的极小多项式,因此
{
1, α, . . . , αm−1

}
构成 K 向量空间 K(α)的一组基. 在这个基下 Tα 的变换矩

阵为

A =



0 −a0
1 0 −a1

1
. . . ...
. . . 0 −am−2

1 −am−1


,

从而

TrK(α)/K(α) = −am−1 =
∑

τ∈HomK(K(α),K)

τα,

NK(α)/K(α) = (−1)ma0 =
∏

τ∈HomK(K(α),K)

τα.

1只需对 L = K(α, β)情形证明,一般情形归纳即可. 设 f(X), g(X) ∈ K[X]分别为 α, β 的极小多项式, c为一充分大的正整
数,使得 αi + cβj 两两不同,其中 αi, βj 分别是 α, β 的共轭元.
设 γ = α + cβ. 由于 L/K 可分, g没有重根. 考虑多项式 f(γ − cX) ∈ K(γ)[X]和 g(X) ∈ K[X]. 由 c的选择不难看出二
者只有一个公共零点 β,从而它们的最大公因子 x− β ∈ K(γ)[X],即 β ∈ K(γ),从而 α = γ − cβ ∈ K(γ). 见 [4, §3.2定理 2].
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1.1 域扩张的线性结构

考虑 HomK(L,K)上等价关系: σ ∼ τ ⇐⇒ σα = τα. 这等价于 σ−1τ ∈ HomK(α)(L,K),因此每
个等价类大小均为 d = [L : K(α)],共m个等价类. 设 τ1, . . . , τm为这些等价类的一组代表元, α1, . . . , αd

为 L/K(α)的一组基,则 Tα在基

α1, α1α, . . . , α1α
m−1, . . . , αd, αdα, . . . , αdα

m−1

下的矩阵为 diag {A, . . . , A}. 因此 Tα的特征多项式为

p(X)d =

m∏
i=1

∏
τ∼τi

(X − τα) =
∏

τ∈HomK(L,K)

(X − τα).

故原命题成立. □

� 练习 1.1.4求 α =
√
−2 +

√
3在域扩张K/Q(

√
3),K/Q(

√
−6)和K/Q下的迹和范数.

� 练习 1.1.5 设 K = Q(ζ), 其中 ζ = e2πi/p 是 p 次本原单位根, p > 2 是奇素数. 计算 TrK/Q(ζ + ζ) 和

NK/Q(ζ + ζ).

� 练习 1.1.6设 α ∈ C满足 α3 − 3α− 1 = 0. 计算 β = 3α2 + 7α+ 5的迹和范数.

推论 1.3
对于有限域扩张K ⊆ L ⊆M ,我们有

TrM/K = TrL/K ◦ TrM/L, NM/K = NL/K ◦NM/L.

证明 见 [23, Chapter II, §10]. 假设M/K 可分. 考虑 HomK(M,K)上的等价关系: σ ∼ τ ⇐⇒ σ|L =

τ |L. 这等价于 σ−1τ ∈ HomL(M,K),因此每个等价类大小均为 [M : L],共 m = [L : K]个等价类. 设
τ1, . . . , τm为这些等价类的一组代表元,则 HomK(L,K) = {τi|L : 1 ≤ i ≤ m}. 于是

TrM/K(α) =

m∑
i=1

∑
τ∼τi

τα =

m∑
i=1

TrτiM/τiL(τiα)

=
m∑
i=1

τiTrM/L(α) = TrL/K
(
TrM/L(α)

)
.

对于一般情形, 设 Ks 为 K 在 L 中极大可分扩张, [L : K]i := [L : Ks]. 我们有 HomK(L,K) =

HomK(Ks,K),于是
TrL/K(α) = [L : K]i

∑
τ∈HomK(L,K)

τα.

由于 [M : K]i = [M : L]i[L : K]i,仿照上述证明可知原命题成立.

范数的情形类似. □

注实际上,如果 L/K 不可分,则 [L : K]i 是 charK > 0的正整数次幂,因此我们有 TrL/K = 0. 反之亦
然.

命题 1.4 (嵌入的线性无关性)
设 HomK(L,K) = {τ1, . . . , τn},则 τ1, . . . , τn在K 上线性无关.

证明 n = 1 时显然. 对于 n ≥ 2, 如果命题不成立, 我们可不妨设
∑d

i=1 ciτi = 0, ci ∈ K
×, 其中

d ≥ 2 最小. 不妨设 c1 = 1. 选取 β ∈ L 使得 τ1(β) 6= τ2(β), 则对任意 α ∈ L,
∑d

i=1 ciτi(αβ) =

3



第一章 代数整数∑d
i=1 ciτi(α)τi(β) = 0. 因此

d∑
i=2

(
τi(β)− τ1(β)

)
τi(α) = 0, ∀α ∈ L.

这与 d的最小性矛盾! 因此原命题成立. □

§1.1.2 判别式

现在我们来研究K 线性空间 L的基.

定义 1.5 (判别式)
定义 α1, . . . , αn ∈ L关于 L/K 的判别式为

discL/K(αi)i = discL/K(α1, . . . , αn) = det
(
TrL/K(αiαj)

)
ij
.

对于不可分扩张,判别式总是 0. 因此本小节剩余部分总假设 L/K 可分.

引理 1.6
(1) 若 HomK(L,K) = {τ1, . . . , τn},则

discL/K(αi)i = det(τiαj)
2
ij .

(2) 若存在矩阵 C ∈Mn(K)使得 (βi)i = (αi)iC,则

discL/K(βi)i = discL/K(αi)i · det(C)2.

证明

(1) 由于 TrL/K(αiαj) =
∑
k

(τkαi)(τkαj),我们有(
TrL/K(αiαj)

)
ij
= (τiαj)

T
ij(τiαj)ij ,

因此 det
(
TrL/K(αiαj)

)
ij
= det(τiαj)

2
ij .

(2) 由 (τiβj)ij = (τiαj)ijC 可得.

□

命题 1.7 (有限可分扩张的迹配对非退化)
(1) (αi)i构成K 向量空间 L的一组基当且仅当 discL/K(αi)i 6= 0.
(2) K 上的双线性型

L× L −→ K

(x, y) 7−→ TrL/K(xy)

非退化,即 TrL/K(xy) = 0, ∀y ∈ L当且仅当 x = 0.

证明 设 θ ∈ L使得 L = K(θ),则 1, θ, . . . , θn−1构成一组基. 设

HomK(L,K) = {τ1, . . . , τn} , θi = τiθ,

则 (τiθ
j)ij = (θji )ij 是一个范德蒙矩阵,其行列式为

det(θji )ij =
∏
i>j

(θi − θj) 6= 0,

4



1.2 数域的整数环

因此 discL/K(1, θ, . . . , θn−1) 6= 0. 由引理 1.6(2) 可知 (αi)i 构成 K 向量空间 L 的一组基当且仅当

discL/K(αi)i 6= 0. 由于双线性型 TrL/K(xy)在基 (αi)i 下的矩阵是
(
TrL/K(αiαj)

)
ij
, 它的行列式非零,

因此 TrL/K(xy)非退化. □
由于迹配对非退化,因此它诱导了自然同构

L
∼−→ L∨ = HomVect/K(L,K)

x 7−→ TrL/K(x·).

定义 1.8 (对偶基)
对于 L/K 的一组基 (αi)i,令 (α∨

i )i 为其对偶基在自然同构 L ∼= L∨ 下的原像,我们称之为 (αi)i

关于 TrL/K 的对偶基.

换言之, TrL/K(αiα
∨
j ) = δij ,因此对于 ∀x ∈ L,我们有 x =

∑
i
Tr(xαi)α

∨
i =

∑
i
Tr(xα∨

i )αi. 从而

(α∨
1 , . . . , α

∨
n) = (α1, . . . , αn)

(
TrL/K(αiαj)

)−1

ij
.

我们将会在后面的内容中用到下述命题.

命题 1.9
设 α ∈ L的极小多项式为 f(T ) ∈ K[T ]. 则

disc(1, α, . . . , αn−1) =

0, 若 deg f < n;

(−1)
n(n−1)

2 NL/K

(
f ′(α)

)
, 若 deg f = n.

证明 deg f < n时其不构成K 的一组基,因此 disc = 0. 设 deg f = n,则由范德蒙行列式知

disc(1, α, . . . , αn−1) = det
(
σi(α

j−1)i,j
)2

=
∏
i<j

(
σi(α)− σj(α)

)2
.

由

NK/Q
(
f ′(α)

)
=

n∏
i=1

σ
(
f ′(α)

)
=

n∏
i=1

∏
j 6=i

(
σi(α)− σj(α)

)
知该命题成立. □

� 练习 1.1.7计算
{
1, α, α+ α2

}
关于 Q(α)/Q的判别式,其中 α3 − α − 4 = 0. 它构成一组基吗? 如果是

的话,它的对偶基是什么?

� 练习 1.1.8设
f(x) = (x− α1) · · · (x− αn) ∈ K[x]

是域K 上的多项式,其中 αi ∈ K,n ≥ 1. 称 d(f) =
∏

1≤r<s≤n(αr −αs)2为多项式 f(x)的判别式. 显然
f(x)有重根当且仅当 d(f) = 0.

(1) 证明 d(f) = (−1)
n(n−1)

2
∏n
i=1 f

′(αi) ∈ K.
(2) 如果 f(x) = xn + a,求 d(f).
(3) 如果 f(x) = xn + ax+ b,求 d(f).
(4) 设 f(x) ∈ R[x]为 3次多项式. 证明: 如果 d(f) > 0,则 f(x)有三个实根;如果 d(f) < 0,则 f(x)

只有一个实根.
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第一章 代数整数

§1.2 数域的整数环

本节我们将研究K 的整数环 OK 的群结构. 请先行自学附录 A.1.

§1.2.1 整性

我们先来了解一般的整性的概念.

定义 1.10 (整)
设 A ⊆ B 是两个含幺交换环. 如果 b ∈ B 被一个 A系数首一多项式零化,称 b在 A上整. 这样的
元素全体称为 A在 B 中的整闭包.

命题 1.11
b1, . . . , bn 在 A上整当且仅当 B = A[b1, . . . , bn]是有限生成 A模. 换言之,存在 β1, . . . , βk ∈ B,
使得 B 中任一元素均可表为

∑k
i=1 aiβi, ai ∈ A.

证明 如果 b在 A上整,设首一多项式 f(X) ∈ A[X]零化 b. 由于 f 首一,对于任意多项式 g(X) ∈ A[X],
存在 q(X), r(X) ∈ A[X]使得

g(X) = f(X)q(X) + r(X), deg r < deg f.

因此 A[b]中的每个元素都可表为 1, b, . . . , bn−1 的 A系数组合,即 A[b] = A + Ab + · · · + Abn−1. 从而
A[b]是有限生成 A模. 由于 bi 在 A[b1, . . . , bi−1]上整,因此 A[b1, . . . , bi]是有限生成 A[b1, . . . , bi−1]模.
归纳可知 A[b1, . . . , bn]是有限生成 A模.

反之,若M = A[b1, . . . , bn]是有限生成 A模,设M =
m∑
i=1

Aai. 对于 b ∈M ,我们有

bai =

m∑
j=1

cijaj , cij ∈ A.

因此

(
bIn − (cij)ij

)
a1
...
an

 = O.

左乘 C := bIn − (cij)ij 的伴随矩阵, 我们得到 det(C)ai = 0, ∀i. 而 1 可以表为 ai 的 A 系数组合, 故
det(C) = 0. 而 det(C)是 b的首一零化多项式,因此 b在 A上整. □
如果 b1, b2 在 A上整,则 A[b1 + b2], A[b1b2] ⊆ A[b1, b2]也是有限生成的,因此 b1 + b2, b1b2 均在 A

上整. 从而 A在 B 中的整闭包构成一个环.

� 练习 1.2.1对于 A ⊆ B ⊆ C,如果 B 在 A上整 (即其中每个元素在 A上整), C 在 B 上整,则 C 在 A上

整.

定义 1.12 (整闭)
如果整环 A在其分式域中的整闭包为自身,称其为整闭的.
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1.2 数域的整数环

命题 1.13
设 A是整闭整环, K = FracA为其分式域. 设 L/K 是代数扩张,则 b ∈ L在 A上整当且仅当其

极小多项式 p(X) ∈ K[X]是 A系数的.

证明 设首一多项式 g(X) ∈ A[X]零化 b,则在 K[X]中 p(X) | g(X). 于是 p(X)的所有根都在 A上整,
它的所有系数也在 A上整. 由于 A是整闭的,因此 p(X) ∈ A[X]. □

� 练习 1.2.2
(1) 设 A是 A在 B 中的整闭包,则 A在 B 中的整闭包是 A.
(2) 如果 B 在 A上代数,则 B 的分式域等于 A的分式域.

� 练习 1.2.3 (1)证明 Z,Z[i],Fp[T ]是整闭的.
(2)证明 Z[

√
5]不是整闭的. 它在其分式域中的整闭包是什么?

§1.2.2 整基

现在我们来研究K 的整数环的群结构.

定义 1.14 (整数环)
数域K 的整数环 OK 指的是 Z在K 中的整闭包,其中的元素被称为代数整数.

换言之,代数整数是整系数多项式的根.
例题 1.2考虑K = Q(

√
d), d 6= 0, 1是无平方因子整数. 由命题1.13可知,OK 中的有理数只能是整数;如

果 a+ b
√
d ∈ OK ,则

f(X) = X2 − 2aX + a2 − db2 ∈ Z[X]

是它的极小多项式,因此 2a, 2b是整数. 如果 a ∈ 1
2 + Z,则 b ∈ 1

2 + Z, d ≡ 1 mod 4. 故

OK =

Z[
√
d], 如果 d ≡ 2, 3 mod 4,

Z
[
1+

√
d

2

]
, 如果 d ≡ 1 mod 4.

� 练习 1.2.4设 L/K 是数域扩张. 证明 OK 在 L中的整闭包是 OL.
设K 是 n次数域,即 n = [K : Q].

定理 1.15
OK 的任意非零理想 a是秩 n自由交换群.

证明 任取 K/Q 的一组基 (αi)i, 通过乘以一个正整数, 我们可以不妨设 αi ∈ OK . 记其生成的子群为
M =

∑
i
Zαi. 令 (α∨

i )i为其关于 TrK/Q的对偶基,其生成K 的一个子群M∨ =
∑

i Zα∨
i . 容易看出

M∨ =
{
x ∈ K | TrK/Q(xy) ∈ Z, ∀y ∈M

}
.

因此M ⊆ OK ⊆ M∨. 对任意非零理想 a,设 d是其中任一非零元素的范数,则 d ∈ a, dOK ⊆ a,因此
dM ⊆ a ⊆ M∨. 又因为 |M∨/M | = |disc(αi)i|, |M/dM | = dn 均有限,因此 a是一个秩 n自由交换群.
□

注如果 A是诺特 (定义 1.29)整闭整环,K 为其分式域, L/K 是一个有限可分扩张, B 是 A在 L中的整

闭包,那么 B是有限生成 A模. 特别地,如果 A是主理想整环,则 B是自由 A模,它的秩只能是 [L : K].
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第一章 代数整数

这对于 B 的非零理想也成立. 见 [11, I §2, Theorem 1].

一个自然的问题是: 何时K 中一组元素能够构成 a的一组基,即所谓的整基.

命题 1.16
如果 (αi)i, (βi)i是 a的两组整基,则 disc(αi)i = disc(βi)i.

证明 存在矩阵C ∈Mn(Z)使得 (βi)i = (αi)iC,因此 disc(βi)i = disc(αi)i det(C)
2, disc(βi)i是 disc(αi)i

的正整数倍. 反之亦然,因此 disc(βi)i = disc(αi)i. □

定义 1.17 (理想的判别式)
a的判别式∆a ∈ Z是指它的任意一组整基的判别式. 特别地,如果 a = OK ,我们也称它的整基为
K 的整基,它的判别式为K 的判别式 ∆K .

� 练习 1.2.5 设 d 6= 0, 1 是无平方因子整数. 当 d ≡ 1 mod 4 时 ∆Q(
√
d) = d; 当 d ≡ 2, 3 mod 4 时

∆Q(
√
d) = 4d.

注对于一般的数域的有限扩张 L/K, OL未必是自由 OK 模. 我们定义判别式 dL/K 为 disc(αi)i生成的

理想,其中 α1, . . . , αn ∈ OL. 即使 OK 是主理想整环,不同的基的判别式也可能会相差一个单位. 特别
地, dK/Q = (∆K). 我们将在 2.4.4小节研究它的性质.

引理 1.18 (整基判定准则)
设 β1, . . . , βn ∈ a是K/Q的一组基. (βi)i构成 a一组整基当且仅当:如果素数 p满足 p2 | disc(βi)i
和

n∑
i=1

xiβi ∈ pa, 0 ≤ xi ≤ p− 1, ∀i,则 xi = 0, ∀i.

证明 设 (αi)i 为一组整基, 令 (βi)i = (αi)iC,C ∈ Mn(Z). 假设 (βi)i 不是一组整基, 则存在素数
p | det(C). 因此 p2 | disc(β1, . . . , βn) = det(C)2∆a. 设 C ∈ Mn(Fp) 为 C 模 p, 则存在非零列向量
(x̄1, . . . , x̄n)

T ∈ Fnp 满足 C(x̄1, . . . , x̄n)
T = 0.设 xi ∈ {0, 1, . . . , p− 1}为 x̄i的提升,则

n∑
i=1

xiβi = (α1, . . . , αn)C(x1, . . . , xn)
T ∈ pa.

反之,若存在不全为零的整数 0 ≤ xi ≤ p − 1, ∀i使得
n∑
i=1

xiβi ∈ pa,则 C(x̄1, . . . , x̄n)
T = 0, det(C)

是 p的倍数,因此 (β1, . . . , βn)不是整基. □

命题 1.19
设 α ∈ OK ,K = Q(α), f(T ) ∈ Z[T ]为 α的极小多项式. 如果对任意满足 p2 | disc(1, α, . . . , αn−1)

的素数 p,存在整数 k使得 f(T + k)是关于 p的艾森斯坦多项式,则 OK = Z[α].

关于 p 的艾森斯坦多项式 指的是首一多项式 f(T ) = Tn + an−1T
n−1 + · · · + a0 ∈ Z[T ] 满足

p | an−1, . . . , a0且 p2 - a0. 通过分解 f(T ) mod p不难看出艾森斯坦多项式总是不可约的.

证明 由于
{
αi
}
0≤i≤n−1

和
{
(α+ k)i

}
0≤i≤n−1

只相差一个行列式为 1的整系数矩阵, 它们生成相同的
交换群,因此我们不妨设 f(T )本身就是关于 p的艾森斯坦多项式. 假如

{
1, α, . . . , αn−1

}
不构成一组整

基, 则存在素数 p满足 p2 | disc(αi), 且存在不全为 p的倍数的 xi 满足 x := 1
p

n−1∑
i=0

xiα
i ∈ OK . 不妨设
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1.2 数域的整数环

0 ≤ xi ≤ p− 1. 令 j = min {i | xi 6= 0},则

NK/Q(x) =
NK/Q(α)

j

pn
NK/Q(

n−1∑
i=j

xiα
i−j).

注意到

NK/Q(

n−1∑
i=j

xiα
i−j) =

n∏
k=1

(xj + xj+1σk(α) + · · ·+ xn−1σk(α)
n−1−j).

展开后为 α的共轭元 σ1(α), . . . , σn(α)的初等对称函数的多项式,且常数项为 xnj . 由于 p | a0, . . . , an−1,
因此其模 p同余于 xnj . 而 p整除但 p2 不整除NK/Q(α) = (−1)nan,因此NK/Q(x) /∈ Z, x /∈ OK ,矛盾!
因此 1, α, . . . , αn−1构成一组整基. □

例题 1.3 设 K = Q(α), α3 = 2. 则 disc(1, α, α2) = −2233. 而 f(T ) = T 3 − 2 关于 2 是艾森斯坦的,
f(T − 1) = T 3 − 3T 2 + 3T − 3关于 3是艾森斯坦的,因此 OK = Z[α].

例题 1.4 设 p为奇素数,K = Q(ζ), ζ = e2πi/p的极小多项式为

f(T ) =
T p − 1

T − 1
= T p−1 + · · ·+ 1 =

p−1∏
i=1

(T − ζi),

因此

disc(1, ζ, . . . , ζp−2) = (−1)
p(p−1)

2

p−1∏
i,j=1
i 6=j

(ζi − ζj)

= (−1)
(p−1)(p−2)

2

p−1∏
j=1

p−1∏
i=1
i 6=−j

(1− ζi)

= (−1)
(p−1)(p−2)

2

(p−1∏
i=1

(1− ζi)
)p−2

= (−1)
(p−1)(p−2)

2 f(1)p−2 = (−1)
(p−1)(p−2)

2 pp−2.

又因为 f(T + 1) = T p−1 +
p−1∑
i=1

(
p
i

)
T i−1是艾森斯坦的,因此 OK = Z[ζp].

� 练习 1.2.6证明 1, α, 12(α+ α2)是数域 Q(α)的一组整基,其中 α3 − α− 4 = 0.

� 练习 1.2.7 (Stickelberger判别式关系)证明∆K ≡ 0, 1 mod 4. 提示: 设 P,N 分别为行列式 det(τiωj)ij 中

符号为正/负的置换对应的项之和,则 ∆K = (P −N)2, P +N,PN 是整数.

§1.2.3 无穷素位

我们来研究下判别式的符号. 设 K 是 n 次数域. 考虑嵌入 σ ∈ HomQ(K,C), 容易看出, σ :

K
σ //C复共轭//C 也是一个嵌入.

定义 1.20 (无穷素位)
(1) 称 σ 为无穷素位. 如果 σ(K) ⊆ R, 即 σ = σ, 称 σ 为实嵌入或实素位, 否则称之为复嵌
入或复素位. 我们视一对复嵌入为同一个复素位.

(2) 如果K 没有复素位,称K 为全实域;如果K 没有实素位,称K 为全虚域.

9



第一章 代数整数

设K 有 r个实嵌入和 s对复嵌入,那么

r + 2s = n.

如果K = Q(γ),则 γ的共轭根中有 r个实数和 s对复数. 如果K/Q是伽罗瓦扩张,那么由于K 的共轭

域均为其自身,因此K 必为全实域或全虚域.

命题 1.21
判别式 ∆K 的符号为 (−1)s.

证明 设 α1, . . . , αn是K 的一组整基. 设

HomQ(K,C) =
{
σ1, . . . , σr︸ ︷︷ ︸
实嵌入

, σr+1, . . . , σn︸ ︷︷ ︸
复嵌入

}
,

且 σr+2i = σr+2i−1, 1 ≤ i ≤ s,则

det
(
σi(αj)

)
i,j

= det
(
σi(αj)

)
i,j

= (−1)s det
(
σi(αj)

)
i,j
,

这里我们交换了 s对
(
σi(αj)

)
i,j
的行向量. 于是

(−1)s∆K = (−1)s| det
(
σi(αj)

)
i,j
|2 > 0.

□
� 练习 1.2.8研究下列域的无穷素位:

(1) 二次域 Q(
√
d),其中 d 6= 0, 1为无平方因子整数.

(2) 分圆域 Q(ζ),其中 ζ = e2πi/n, n ≥ 3为正整数.
(3) 三次域 Q(γ).

§1.2.4 分圆域的整数环

设 N ≥ 3, ζN ∈ C是 N 次本原单位根,即 ζN = e2cπi/N , gcd(c,N) = 1.

命题 1.22 (分圆域的伽罗瓦群)
我们有同构 Gal

(
Q(ζN )/Q

) ∼−→ (Z/NZ)×.

证明 σ ∈ Gal
(
Q(ζN )/Q

)
总将 ζN 映为 N 次本原单位根 ζaN , gcd(a,N) = 1,设 ϕ(σ) = a,则有单同态

ϕ : Gal
(
Q(ζN )/Q

)
↪→ (Z/NZ)×.

我们将证明如下事实: 对于素数 p 和 N 次本原单位根 ζ, ζp 和 ζ 共轭. 这样, 任意与 N 互素的

正整数 a 可以表达成一些素数的乘积, 从而 ζaN 与 ζN 共轭, ϕ 满. 设 f(T ) ∈ Z[T ] 是 ζ 的极小多项

式, TN − 1 = f(T )g(T ). 如果 ζp 不是 ζ 的共轭元, 则 g(ζp) = 0, 即 g(T p) 零化 ζ, f(T ) | g(T p). 设
f̄ , ḡ ∈ Fp[x]为 f, g 模 p的像, 则 f̄(T ) | ḡ(T p) = ḡ(T )p. 设 α ∈ Fp 是 f̄ 的一个根, 则 ḡ(α) = 0, α 是
F̄ (T ) = f̄(T )ḡ(T )的一个重根. 而 F̄ ′(α) = NαN−1 6= 0, F̄ ′无重根,矛盾! □

推论 1.23
设 N,M ≥ 2, gcd(N,M) = 1,则 Q(ζN ) ∩Q(ζM ) = Q.

证明 由于 Q(ζNM ) = Q(ζN )Q(ζM ),

[Q(ζM ) : Q(ζN ) ∩Q(ζM )] = [Q(ζNM ) : Q(ζN )] =
ϕ(MN)

ϕ(N)
= ϕ(M) = [Q(ζM ) : Q],

10



1.2 数域的整数环

因此命题成立. □
称

ΦN (T ) =
∏

a∈(Z/NZ)×
(T − ζaN ) ∈ Z[T ],

为 N 次分圆多项式. 它是 ζN 的极小多项式,且

TN − 1 =
∏

a∈Z/NZ

(T − ζaN ) =
∏
d|N

ΦN (T ),

由默比乌斯反演2可知

ΦN (T ) =
∏
d|N

(T d − 1)µ(N/d).

命题 1.24
Q(ζN )的判别式整除 Nφ(N). 由此可知,如果 p是素数,则 Q(ζpn)的整数环为 Z[ζpn ].

证明 设 TN − 1 = ΦN (T )F (T ),则

NTN−1 = Φ′
N (T )F (T ) + ΦN (T )F

′(T ),

NζN−1
N = Φ′

N (ζN )F (ζN ).

因此NQ(ζN )/Q
(
Φ′
N (ζN )

)
整除NQ(ζN )/Q(Nζ

N−1
N ) = Nφ(N). 由命题 1.9可知

disc(1, ζN , . . . , ζ
N−1
N ) | Nφ(N),

因此 Q(ζN )的判别式也整除 Nϕ(N).

由于

Φpn(T + 1) ·
(
(T + 1)p

n−1 − 1
)
= (T + 1)p

n − 1,

两边展开模 p可知 Φpn(T +1)除了首项外系数均被 p整除. 容易知道 Φpn(T +1)常数项为 p,因此它是
艾森斯坦多项式,根据命题 1.19可知 Q(ζpn)的整数环为 Z[ζpn ]. □

引理 1.25
对于数域 K,L,如果 [KL : Q] = [K : Q][L : Q],则 OKL ⊆ 1

dOKOL, d = gcd(∆K ,∆L).特别地,
如果 gcd(∆K ,∆L) = 1,则 OKL = OKOL.

证明 显然有 OKOL ⊆ OKL. 由假设可知 K ⊗Q L → KL是同构. 设 (α1, . . . , αn)和 (β1, . . . , βm)分别

是K 和 L的一组整基,则 OKL中的任一元素可表为

x =
∑
i,j

xi,j
r
αiβj , xi,j , r ∈ Z, gcd(x1,1, . . . , xn,m, r) = 1.

2默比乌斯反演是指
an =

∑
d|n

bd =⇒ bn =
∑
d|n

µ
(n
d

)
ad,

其中默比乌斯函数

µ(n) =


1, n = 1;

(−1)k, n = p1 · · · pk 为 k个不同素数乘积;

0, n有平方因子.

11
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令 (α∨
i )i为 (αi)i的对偶基,则

TrKL/L(xα
∨
i ) =

∑
k,l

xk,l
r

TrKL/L(αkβlα
∨
i ) =

∑
l

xi,l
r
βl,

这里 TrKL/L(αkα
∨
i ) = TrK/Q(αkα

∨
i ) = 1. 由对偶基的定义可知 ∆Kα

∨
i ∈ OK ,因此 ∆Kxα

∨
i ∈ OKL,于

是我们有

TrKL/L

∑
j

∆K ·
xi,j
r
βj

 = ∆KTrKL/L(xα
∨
i ) ∈ TrKL/L(OKL) ⊆ OL.

由于 (βj)j 是 OL的一组整基,因此 ∆K · xi,jr ∈ Z, r | ∆K . 由对称性, r | ∆L,因此 r | d. □

推论 1.26
对于 n次数域K 和m次数域 L,如果 [KL : Q] = mn且 gcd(∆K ,∆L) = 1,则 ∆KL = ∆m

K∆n
L.

证明 设 w1, . . . , wn 为 K 的一组整基, v1, . . . , vm 为 L的一组整基,则 {wivj}ij 为 KL的一组整基. 设
τ1, . . . , τn为所有嵌入K ↪→ Q, σ1, . . . , σm为所有嵌入 L ↪→ Q, aik = τi(wk), bjℓ = σj(vℓ),则

∆K = det
(
(aik)ik

)2
, ∆L = det

(
(bjℓ)jℓ

)2
, ∆KL = det

(
(aikbjℓ)(i,j),(k,ℓ)

)2
.

记这三个矩阵分别为 A,B,A ⊗ B,则我们需要证明 det(A ⊗ B) = det(A)m det(B)n. 我们将 A写成初

等矩阵的乘积,而对于初等矩阵该等式是容易验证的. 因此该命题成立. □

定理 1.27 (分圆域的整数环)
Q(ζN )的整数环为 Z[ζN ].

证明 我们对 N 的素因子个数进行归纳. 若 N 只有一个素因子, 由命题 1.24 已得. 若不然, 设 N =

nm,n,m > 1, gcd(n,m) = 1,由推论 1.23、命题 1.24和引理 1.25以及归纳假设可知

OQ(ζN ) = OQ(ζm)OQ(ζn) = Z[ζn, ζm] = Z[ζN ].

□

命题 1.28 (分圆域的判别式)
∆Q(ζpn )的判别式为 ±p

pn−1(pn−n−1),当 p ≡ 3 mod 4或 pn = 4时符号为 −,其余情形符号为 +.

证明 符号由命题 1.21得到. 我们知道 ζpn 的极小多项式为

Φ(T ) =
T p

n − 1

T pn−1 − 1
=

p−1∑
i=0

T p
n−1i.

当 p = 2时, Φ′(ζ2n) = 2n−1ζ2
n−1−1

2n , NQ(ζ2n )/Q
(
Φ′(ζ2n)

)
= 22

n−1(n−1). 当 p ≥ 3时,

Φ′(ζpn) =

p−1∑
i=1

pn−1iζp
n−1i−1
pn

= pn−1ζp
n−1−1
pn

p−1∑
i=1

iζ
pn−1(i−1)
pn

= pn−1ζp
n−1−1
pn

p−1∑
i=1

iζi−1
p

= pn−1ζp
n−1−1
pn Φ′

p(ζp)

12



1.3 理想

由习题 1.4知NQ(ζp)/Q(ζp) = ±pp−2,于是

NQ(ζpn )/Q
(
Φ′(ζpn)

)
= ±ppn−1(p−1)(n−1)p(p−2)pn−1

= ±ppn−1(np−p−1).

由命题 1.9可知结论成立. □
� 练习 1.2.9证明 Q(µn)的判别式为

(−1)φ(n)/2 nφ(n)∏
p|n p

φ(n)/(p−1)
.

§1.3 理想

§1.3.1 唯一分解性

例题 1.5设K = Q(
√
−5). 在 OK = Z[

√
−5]中,

6 = 2 · 3 = (1 +
√
−5)(1−

√
−5),

容易验证 2, 3, 1±
√
−5都是不可约元,因此 OK 不是唯一因子分解整环. 然而,令

a = (2, 1 +
√
−5) = (2, 1−

√
−5),

b = (3, 1 +
√
−5), b̄ = (3, 1−

√
−5),

则 OK/a ∼= F2,OK/b ∼= OK/b̄ ∼= F3,因此 a, b, b̄均是素理想,且

(2) = a2, (3) = bb̄, (1 +
√
−5) = ab, (1−

√
−5) = ab̄.

因此 (6) = a2bb̄. 实际上,作为 OK 理想, (6)的素理想分解是唯一的.

OK 的理想的唯一分解性来源于它是一个戴德金环.

定义 1.29 (诺特环和戴德金环)
如果一个交换环的任意上升的理想链

0 ⊆ I1 ⊆ I2 ⊆ . . .

均稳定,即存在 N > 0使得 IN = IN+1 = IN+2 = · · · ,则我们称其为诺特环. 如果一个诺特整环
是整闭的,且任意非零素理想都是极大理想,则称其为戴德金环.

命题 1.30
交换环 R是诺特环当且仅当 R的每个理想是有限生成的 R模.

证明 设 a是诺特环 R的理想, S 是所有包含在 a中有限生成理想的集合. 如果 S 没有极大元,则任取
a1 ∈ S,存在 a2 ) a1,依次下去可以得到一个无限严格递增的理想链,这与 R诺特矛盾. 因此 S 有极大

元. 如果 S 的极大元 b 6= a,设 x ∈ a− b,则 b+ (x)仍然是有限生成的,矛盾! 因此 a是有限生成的.

反之,如果 R的每个理想都是有限生成的,则对于任意理想升链 a1 ⊆ a2 ⊆ · · · , a =
⋃
i ai是有限生

成的. 设 a =
r∑
i=1

Rai, ai ∈ ani ,则 a = an, n = max {n1, . . . , nr}. 因此该升链稳定. □

定理 1.31
数域的整数环 OK 是戴德金环.
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证明 根据定理 1.15, OK 的理想 a 是有限生成 Z 模, 自然也是有限生成 OK 模. 由命题 1.13, OK 作
为 Z 在 K 中整闭包, 它是整闭的. 设 p 是 OK 的非零素理想, 则对于任意 0 6= x ∈ p, 设首一多项式
f(T ) ∈ Z[T ]

Tn + a1T
n−1 + · · ·+ an ∈ Z[T ],

是 x的极小多项式,则 0 6= an ∈ p ∩ Z,因此 p ∩ Z是 Z的非零理想. 显然它是素理想,因此 p ∩ Z = pZ.
由于 OK/p是域 Z/pZ添加若干代数元得到,因此它是一个域, p是极大理想. □

定理 1.32
戴德金环具有素理想唯一分解性,即任意非零理想可唯一分解为有限个素理想的乘积.

我们将理想的概念稍做扩充.

定义 1.33 (分式理想)
设 O 是戴德金环. 对于 K = FracO 的非零子集 a,如果存在 O 中的非零元 c使得 ca为 O 的理
想,则称 a为 O的一个分式理想. 换言之,分式理想是K 的有限生成非零 O子模.

定理 1.32的证明 设 O 是戴德金整环, a是它的一个非零理想. 我们断言存在非零素理想 p1, . . . , pr 使

得

a ⊇ p1 · · · pr.

设 S 为所有不满足该性质的非零理想的集合. 假设 S 非空. 由于 O 是诺特的, S 中的元素关于包含关
系拥有极大元 a. a 不是素理想, 因此存在 b1, b2 ∈ O 使得 b1, b2 /∈ a, b1b2 ∈ a. 设 ai = a + (bi), 则
a ( ai, a1a2 ⊆ a. 由 a的极大性, a1, a2 /∈ S,因此它们包含素理想的乘积,由此推出 a也包含,矛盾!
设 p是一个素理想. 任取 0 6= b ∈ p,设 r为满足 (b) ⊇ p1 · · · pr 的最小的 r,其中 pi 为素理想. 由于

p是素理想,它必须包含某个 pi. 不妨设 p ⊇ p1,由于 pi 是极大理想, p = p1, p2 · · · pr 6⊆ (b). 于是存在
a ∈ p2 · · · pr, a /∈ (b). 因此 a

b p ⊆
1
bp1 · · · pr ⊆ O,即 a/b ∈ p−1. 因此 p−1 6= O.

易知 O ⊆ p−1, p ⊆ pp−1 ⊆ O. 假设 p = pp−1,设 p =
r∑
i=1
Oαi,则对于任一 x ∈ p−1, x /∈ O,

xαi =
∑
j

cijαj , cij ∈ O.

设 C = (cij)1≤i,j≤n,则 det(xIr −C) = 0, x在 O上整,于是 x ∈ O,矛盾! 因此 p 6= pp−1. 由于 p是极大

理想, pp−1 = O.
设 T 是所有不能写成有限多个素理想乘积的理想全体. 如果 X 非空,则存在极大元 I . 由于 I 不是

素理想,存在素理想 p使得 I ( p. 因此 p−1I ( p−1p = A. 由 I 的极大性知 p−1I =
∏
i
pi, I = p

∏
i
pi,矛

盾! 因此每个非零理想均可表为有限多个素理想乘积.
假设

r∏
i=1

pi =
s∏
j=1

qj . 如果 r ≥ 1, p1 ⊇
s∏
j=1

qj , 因此 p1 包含某个 qj . 不妨设 p1 ⊇ q1, 则 p1 = q1,
r∏
i=2

pi =
s∏
j=2

qj . 归纳可知该分解唯一. □

推论 1.34
数域的整数环具有素理想唯一分解性.

主理想整环如 Z,Fp[T ],C[T ]都是唯一因子分解整环,同样可知它们都是戴德金整环.
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1.3 理想

推论 1.35
戴德金整环 O是唯一因子分解整环当且仅当它是主理想整环.

证明 设 p是 O的非零素理想, 0 6= x ∈ p. 设 x = p1 · · · pr 是素元分解,则 p | (x) =
∏
(pi), p | (pi). 由于

(pi)是极大理想,因此 p = (pi)是主理想. □

推论 1.36
OK 的分式理想 a可唯一分解为

a =
∏
p

pep ,

其中 p为素理想, ep ∈ Z只有有限多非零项.

§1.3.2 单位群和理想类群

形如 (α) = αOK , α ∈ K× 的分式理想被称为主分式理想,记 PK 为主分式理想全体. 我们有群的
正合列

1 //O×
K

//K× α 7→(α) //IK //ClK //1 ,

其中 O×
K 为 K 的单位群,即 OK 中全体单位, ClK = IK/PK 为 K 的理想类群. 可以看出,单位群和类

群描述的是 “数和理想的差异”,特别地,类群表达了 “素元分解成立的程度”.

记 µK 为K 中单位根全体. 显然它是 O×
K 的极大有限子群,且它是循环群.

定理 1.37 (狄利克雷单位定理)
O×
K 为有限生成交换群,秩为 r + s− 1,即

O×
K
∼= µK × Zr+s−1,

其中 r, s分别为K 的实素位和复素位的个数.

定理 1.38 (类群有限性定理)
数域的理想类群是有限的.

类群的大小被称为类数 hK . 类数为 1即指 OK 为主理想整环. 对于虚二次域 Q(
√
d), d < 0,贝克

[1, p. I]和 Stark [20]证明了它的类数等于 1当且仅当

d = −1,−2,−3,−7,−11,−19,−43,−67,−163.

而 Goldfeld [7]通过 Gross-Zagier公式 [8]找到一条特殊的椭圆曲线,给出了类数与判别式之间的大小关
系, 从而可以有效地得到类数为给定值的所有虚二次域. 对于实二次域而言, 我们已经知道很多类数为
1的实二次域 [14],但是否有无穷多个类数为 1的实二次域仍然是一个猜想,甚至我们不知道是否有无
穷多类数为 1的数域.

对于分圆域而言,如果 p - hQ(ζp), p ≥ 3,库默尔证明了

xp + yp = zp, xyz 6= 0

无整数解,见 [12, Chapter 1]. 该方程即著名的费马大定理,它由怀尔斯 [21, 22]于 1994年完全证明.
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§1.3.3 局部化

命题 1.39
戴德金整环的局部化仍然是戴德金整环.

证明 设 O是戴德金整环, S ⊆ O\{0}为一乘法集. 设 A是 S−1O的理想, a = A ∩ O,则 A = S−1a. 由
于 a有限生成,因此 A也是有限生成的,故 S−1O是诺特的. 由于 S−1O的素理想为 S−1p,其中 p是 O
的素理想且 p ∩ S = ∅,因此它是极大理想. 最后,如果 x ∈ K 满足方程

xn +
a1
s1
xn−1 + · · ·+ an

sn
= 0, ai ∈ O, si ∈ S,

则 s1 . . . snx在 O上整,从而属于 O, x ∈ S−1O. 综上所述, S−1O是戴德金的. □
设 S 是 OK 的有限多个素理想构成的集合,定义

OK,S =

{
f

g
| f, g,∈ OK , g /∈ p, ∀p /∈ S

}
,

即K中分母的素理想分解仅出现 S的素理想的全体. 由命题 1.39可知它是戴德金整环,记O×
K,S 为其单

位群,其中的元素被称为 S 单位; ClK,S 为其理想类群,称之为 S 理想类群.

命题 1.40
我们有典范的正合列

1→ O×
K → O

×
K,S → Z#S → ClK → ClK,S → 1,

其中第三个箭头是

x 7→
(
vp(x)

)
p∈S ,

vp为其素理想分解中 p的幂次;第四个箭头是

(ep)p∈S 7→
∏
p∈S

pep .

证明 容易知道, O×
K,S = {x ∈ K | vp(x) = 0, ∀p /∈ S}. 如果 x ∈ O×

K,S 满足 vp(x) = 0, ∀p ∈ S, 则 (x)

的素理想分解中所有幂次为零, 即 x ∈ O×
K . 因此在 O×

K,S 处正合. 如果
∏

p∈S p
ep = (x) 是主理想, 则

x ∈ O×
K,S . 因此在 Z#S 处正合. 如果 OK 的非零理想 a满足 S−1a = (a/s),则 vp(a) ≥ 0, ∀a /∈ S. 从而

它是第三个箭头的像. 而对于 p ∈ S, S−1p = (1)是主理想,因此在 ClK 处正合. 容易验证第四个箭头是
良定的. 由于 ClK 由所有素理想 p的理想类生成, ClK,S 由所有 S−1p的理想类生成,因此它是满射. □

由此可知:

推论 1.41
我们有同构

O×
K,S
∼= µK × Z#S+r+s−1,

其中 r, s分别为K 的实素位和复素位的个数.

推论 1.42
S 理想类群 ClK,S 有限.
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§1.3.4 佩尔方程

设 K = Q(
√
d)为实二次域, d > 1为无平方因子正整数. 则 r = 2, s = 0, O×

K 秩为 1,有限部分为
{±1},因此存在 ε ∈ O×

K 使得

O×
K = {±εn | n ∈ Z} .

这样的 ε被称为实二次域K 的基本单位.
我们来看狄利克雷单位定理的一个应用. 设 d > 1无平方因子, K = Q(

√
d), Pd 为佩尔方程 x2 −

dy2 = ±1的整数解全体, P ′
d为其正整数解全体.

命题 1.43
设 (x0, y0)是 P ′

d中 x, y最小的元素, ε = x0 + y0
√
d,则

Pd =
{
(x, y) | x+ y

√
d = ±εn, n ∈ Z

}
.

证明 对于任意元素 α = x+ y
√
d ∈ Z[

√
d] ⊆ OK , N(α) = x2 − dy2. 如果 x ∈ Z[

√
d]×,则N(x)也可逆,

即N(x) = ±1. 反之亦然,因此 Z[
√
d]×

∼−→ Pd.
由狄利克雷单位定理, O×

K 秩为 1. 设 u 为任一无限阶元, 则 u 在 OK/2OK 中的像可逆. 假设它
的阶为 n ≥ 1, 则 u±n − 1 ∈ 2OK ⊆ Z[

√
d], un ∈ Z[

√
d]×. 于是 Z[

√
d]× 是无限群, 显然它有限部分

为 ±1, 因此存在 ε0 ∈ Z[
√
d]使得 Z[

√
d]× = {±εn0 | n ∈ Z}. 由于 ±ε0,±ε−1

0 均可替代其地位, 不妨设
ε0 = x1 + y1

√
d, x1, y1 > 0. 于是 n ≥ 2时,

εn0 = x′ + y′
√
d, x′ > x, y′ > y,

故 ε0 = ε. □
� 练习 1.3.1 α ∈ OK 是一个单位当且仅当N(α) = ±1. 如果 ±N(α)是一个素数,则 α是一个素元.
� 练习 1.3.2举一个不是诺特环的例子.
� 练习 1.3.3 (希尔伯特基定理)如果 R是诺特环,则 R[x]也是诺特环. 提示: 考虑 R[x]非零理想 a所有最

高次项次数构成的 R理想.
� 练习 1.3.4设 a, b为 O的分式理想.

(1) ab =

{
n∑
i=1

aibi | ai ∈ a, bi ∈ b

}
是一个分式理想.

(2) a−1 = {x ∈ K | xa ⊆ O}是一个分式理想.
� 练习 1.3.5分式理想全体构成一个交换群 IK ,幺元为 (1) = OK .
� 练习 1.3.6 设 d 6= 0, 1 是平方自由的整数, K = Q(

√
d). 对于素数 p, pOK 是素理想当且仅当 x2 ≡

d mod p无解.
� 练习 1.3.7设 O是戴德金环, a是非零理想,则 O/a是主理想整环. 由此证明 a可以由两个元素生成.
� 练习 1.3.8设 m是 OK 的非零理想. 对于任意 ClK 中的理想类,均存在一个与 m互素的整理想代表元.
� 练习 1.3.9初步了解类群的岩泽理论.
� 练习 1.3.10 Q(

√
2),Q(

√
3),Q(

√
5)的基本单位分别是什么?

§1.4 闵可夫斯基理论

我们将利用闵可夫斯基理论证明狄利克雷单位定理和类群有限定理.
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§1.4.1 格

我们称一个群 (环、域)为拓扑群 (环、域)，如果它有拓扑结构，且相应的运算是连续的.

例题 1.6例如 R在通常拓扑下形成拓扑域,因为 +,−, ∗ : R × R → R, −x : R → R, x−1 : R× → R× 是

连续的.

定义 1.44 (格)
设 V 是 n维实向量空间. V 的一个子群

Λ = Zv1 + · · ·+ Zvm

被称为 V 的一个格,其中 v1, . . . , vm线性无关a. 如果m = n,称之为完全格. 称

Φ = {x1v1 + · · ·+ xnvn | 0 ≤ xi < 1, xi ∈ R}

为它的一个基本区域.

a一般情形下,设 F+ 是拓扑域 F 的一个离散子群,则我们可以类似定义 F+ 格.

作为实向量空间, Λ⊗Z R的维数为m. 如果 Λ是完全格,则 Λ⊗Z R = V . 注意格与有限生成子群的
差异,例如 Z+ Z

√
2 ⊆ C就不是一个格.

命题 1.45
V 的子群是一个格当且仅当它是离散的,即对于任意 γ ∈ Λ,存在开集 U 3 γ 使得 Λ ∩ U = {γ}.

证明 沿用之前的记号,我们将 v1, . . . , vm扩充为 V 的一组基 v1, . . . , vn. 设 Φ1是 Λ1 = Zv1 + · · ·+Zvn
关于这组基的基本区域,则 (γ +Φ1) ∩ Λ = {γ}. 因此 Λ是离散的.

反之,设 Λ是一个离散子群. 我们来说明 Λ是闭的. 设 U 是 0的一个邻域使得 Λ∩U = {0}. 由减法
的连续性可知存在邻域 U ′ ⊂ U 使得对任意 x, y ∈ U ′, x − y ∈ U . 若存在 x /∈ Λ但 x属于 Λ的闭包中,
则 x的任一邻域 x+U ′中存在无穷多元素属于 Λ. 设 γ1 6= γ2 ∈ (x+U ′)∩Λ,则 γ1− γ2 ∈ U ∩Λ = {0},
矛盾! 因此这样的 x不存在, Λ是闭的.

设 Λ生成m维空间 V0 ⊆ V ,则 V0存在一组由 Λ中元素 u1, . . . , um构成的基. 设

Λ0 = Zu1 + · · ·+ Zum ⊆ Λ,

它是 V0 的一个完全格, Φ0 为相应的基本区域. 对于 V 中任意元素 x,存在 γ ∈ Λ0 使得 x − γ ∈ Φ0. 特
别地,我们可以选择陪集 Λ/Λ0的一组代表元,它们均落在 Φ0中. 由于 Φ0的闭包是有界闭集,它和闭集
Λ的交既紧又离散,从而只能是有限集,即 Λ/Λ0有限.

设 q = (Λ : Λ0),则 Λ0 ⊆ Λ ⊆ 1
qΛ0. 由有限生成交换群的结构定理, Λ是秩m的自由交换群,从而存

在 v1, . . . , vm使得 Λ = Zv1 + · · ·+ Zvm. 而 Λ⊗Z R = V0,故 v1, . . . , vm线性无关,从而 Λ是一个格. □
设 V 是一个欧式空间,即 V 是一个有限维实向量空间,其上有一个对称正定双线性型 (内积)

〈 , 〉 : V × V → R.

此时 V 上有一个平移不变的测度 (哈尔测度3). 我们规定一组正交基 {e1, . . . , en}张成的平行多面体的
体积为 1. 对于完全格 Λ =

∑
Zvi,有

covol(Λ) := vol(Φ) = | detA|,

3对于豪斯多夫局部紧群,左 (右)哈尔测度总是存在的. 交换群的情形下二者一致,称为哈尔测度.
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1.4 闵可夫斯基理论

其中 (v1, . . . , vn)
T = A(e1, . . . , en)

T.

定义 1.46 (凸集)
设 X 是 V 的一个子集. 如果 x ∈ X =⇒ −x ∈ X , 称 X 是对称的. 如果 x, y ∈ X =⇒
tx+ (1− t)y ∈ X, ∀t ∈ [0, 1],称 X 是凸集.

定理 1.47 (闵可夫斯基格点定理)
设 Λ是欧式空间 V 的完全格, X 是 V 的一个对称凸子集. 如果 vol(X) > 2ncovol(Λ),则存在非
零 γ ∈ Λ使得 γ ∈ X .

证明 我们只需证明存在不同的 γ1, γ2 ∈ Λ使得(
1

2
X + γ1

)
∩
(
1

2
X + γ2

)
6= ∅.

实际上, 设 1
2x1 + γ1 = 1

2x2 + γ2, 则 γ = γ1 − γ2 = 1
2(x2 − x1) 落在 −x1 和 x2 构成的线段上, 因此

γ ∈ Λ ∩X .
如果所有的 1

2X + γ 都两两不交,则 Φ ∩ (12X + γ)也是如此,因此

vol(Φ) ≥
∑
γ∈Λ

vol
(
Φ ∩ (

1

2
X + γ)

)
=
∑
γ∈Λ

vol
(
(Φ− γ) ∩ 1

2
X
)
.

由于 Φ− γ 覆盖整个空间,因此右侧等于 vol(12X) = 1
2nvol(X). 这和假设矛盾. □

§1.4.2 闵可夫斯基空间

C上的复共轭诱导了KC := K ⊗Q C上的共轭作用 F ,则在同构

KC = K ⊗Q C =
∏

τ∈HomQ(K,C)

C

a⊗ z 7→
(
τ(a)z

)
τ

下, F
(
(zτ )τ

)
= (z̄τ̄ )τ . 显然

KR := K ⊗Q R = KF=id
C .

KC有一个厄米特双线性型

〈x, y〉 =
∑
τ

xτ ȳτ .

易知 〈Fx, Fy〉 = 〈x, y〉.对于 x, y ∈ KR, 〈x, y〉 = 〈Fx, Fy〉 = 〈x, y〉,因此 〈x, y〉 ∈ R, 〈x, y〉 = 〈x, y〉 =
〈y, x〉. 显然 〈x, x〉 > 0, ∀x 6= 0,因此 KR 上的 〈 , 〉是一个正定双线性型. 我们称欧式空间 KR 为闵可夫

斯基空间.
由定义容易看出

f : KR −→
∏
τ

R = Rn

(zτ )τ 7−→ (xτ )τ

(1.1)

是一个同构,其中对于实嵌入 xρ = zρ,对于成对的复嵌入 xσ = Re(zσ), xσ̄ = Im (zσ). 此同构诱导了右
侧的内积

〈x, y〉 =
∑
τ

ατxτyτ , (1.2)
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对于实嵌入, ατ = 1;对于复嵌入, ατ = 2. 从而该测度是 Rn上勒贝格测度的 2s倍.

我们有自然嵌入

j : K ↪→ KR ↪→ KC.

定义 Tr : KC → C为其各分量之和,则 TrK/Q = Tr ◦ j.

§1.4.3 类群有限性

对于 OK 的非零理想 a,定义
Na = (OK : a).

定理 1.48
如果 a = pe11 · · · perr 为素理想分解,则

Na = (Np1)
e1 · · · (Npr)

er .

证明 由中国剩余定理

OK/a =
r⊕
i=1

OK/peii .

因此我们只需要证明 a = pe 的情形. 由唯一分解定理, pi 6= pi+1. 设 a ∈ pi\pi+1,则 pi ⊇ (a) + pi+1 )
pi+1,因此 pi = (a) + pi+1, pi/pi+1作为 OK/p向量空间由 a mod pi+1生成,因此它是一维的,

Npe = (OK : pe) =
e−1∏
i=0

(pi : pi+1) = (Np)e.

□
因此N满足可乘性N(ab) = Na ·Nb,故N : IK → R×

+是一个群同态.

命题 1.49
设 a ⊆ b为非零理想,则 ∆a = [b : a]2∆b.特别地, ∆a = Na2∆K .

证明 我们只需证明 [b : a]等于相应的整基的线性变化的行列式的绝对值,这可以通过 Z上矩阵进行初
等变换来证明. □

命题 1.50
设 a ⊆ OK 是非零理想. 则 ja是KR的一个完全格,且

covol(ja) =
√
|∆K |Na.

证明 设 α1, . . . , αn是 a的一组基, HomQ(K,C) = {τ1, . . . , τn}. 设 A = (τiαk)ik,则

∆a = (detA)2 = (Na)2∆K .

另一方面,

(〈jαi, jαk〉)ik =
( n∑
l=1

τlαiτ lαk
)
ik

= ATA.

因此

covol(Λ) = | det(〈jαi, jαk〉)ik|
1
2 = | detA| =

√
|∆K |Na.
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□
设 r, s分别为K 的实素位和复素位的个数.

定理 1.51
设 a ⊆ OK 是非零理想, {cτ}τ∈HomQ(K,C)为一组正实数,满足 cτ = cτ . 如果∏

τ

cτ >
( 2
π

)s√
|∆K |Na,

则存在非零元 a ∈ a使得

|τa| < cτ , ∀τ ∈ HomQ(K,C).

证明 集合 X = {(zτ ) ∈ KR : |zτ | < cτ}是一个对称凸集. 通过映射 (1.1),它的像为

f(X) =

{
(xτ ) ∈

∏
τ

R : |xρ| < cρ, |x2σ + x2σ| < c2σ

}
.

因此它的体积

vol(X) = 2svol勒贝格
(
f(X)

)
= 2s

∏
ρ

(2cρ)
∏
σ

(πc2σ) = 2r+sπs
∏
τ

cτ

> 2r+sπs
( 2
π

)s√
|∆K |Na = 2ncovol(ja),

由闵可夫斯基格点定理 1.47知存在非零元 a ∈ a, ja ∈ X . □

命题 1.52
对 OK 的任一非零理想 a,存在非零元 a ∈ a使得 |NK/Q(a)| ≤MKNa,其中

MK =
n!

nn

(
4

π

)s√
|∆K |

被称为K 的闵可夫斯基界.

证明 设 X 为上述练习中的对称凸集. 当

vol(X) = 2rπs
tn

n!
= 2n

√
|∆K |Na+ ε, ε > 0,

时,由闵可夫斯基格点定理 1.47知存在非零元 a ∈ a, ja ∈ X . 于是

|NK/Q(a)| =
∏
|τa| ≤

(∑
|τa|
n

)n
≤
(
t

n

)n
=MKNa+ cε,

其中 c = n!
nn2rπs . 我们取 ε充分小,使得MKNa和MKNa+ cε向下取整相同. 由NK/Q(a)是整数可知

|NK/Q(a)| ≤MKNa,命题得证. □

注实际上习题 1.4.6中的界对于证明类群有限也是足够的,但是闵可夫斯基界在很多情况下是一个更好
的界,这对于计算具体的类群是有必要的.

定理 1.53
数域的类群是有限的.

证明 如果 p是非零素理想,则 p∩Z = pZ, OK/p是 Fp的有限扩张. 设扩张次数为 f ,则Np = pf . 任给
素数 p, pOK 的素理想分解只有有限多个,因此只有有限多 p ∩ Z = pZ. 于是N有界的素理想只有有限

多个. 根据N的可乘性,满足Na ≤M 的理想 a也只有有限多个.
我们断言任意理想类 [a]都存在一个代表元 a1 使得Na1 ≤ MK . 通过乘以适当的 γ ∈ OK ,我们可
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不妨设 a−1 ⊆ OK . 由命题 1.52知存在非零 a ∈ a−1使得 |NK/Q(a)| ≤MKNa−1.于是N(aa) ≤MK 且

aa ⊆ OK , aa ∈ [a]. □
例题 1.7令K = Q(

√
−14),则 n = 2, s = 1,∆K = −56,

MK =
4

π

√
14 ≈ 4.765 < 5.

因此 K 的每个理想类都包含一个范数不超过 4的理想. 注意到 (2) = p22, p2 = (2,
√
−14), Np2 = 2.易

知 p不是主理想,因此它的阶为 2. 设 p3 = (3, 1+
√
−14),则 (3) = p3p3. 注意到 p23 = (9,−2+

√
−14) =

(−2+
√
−14

2 )p2. 范数为 4的只有 (2),因此 ClK = 〈[p3]〉 ∼= Z/4Z.
例题 1.8令K = Q( 3

√
2),则 n = 3, s = 1,∆K = −2233,

MK =

(
4

π

)
3!

33

√
3322 ≈ 2.94 < 3.

而范数为 2的理想只有 ( 3
√
2),因此 OK 是主理想整环.

§1.4.4 狄利克雷单位定理

为了证明狄利克雷单位定理,我们需要乘法版本的闵可夫斯基理论. 记 KC 中每个分量非零的元素

全体为K×
C . 我们知道 jOK ⊆ KR ⊆ KC是一个格,因此 jO×

K 在K×
C 中是离散的. 想要将 O×

K 映射为一

个格,我们可以考虑映射

` : K×
C −→

∏
τ

R

(zτ )τ 7−→ (log |zτ |)τ
.

于是我们有交换图表

K× j //

NK/Q
��

K×
C

ℓ //

N
��

∏
τ R

Tr

��
Q× // C× log |·| // R,

其中N : K×
C → C×为其各个分量的乘积. 考虑 F 在这个交换图表上的作用不动的部分,以及其限制在

O×
K 下的映射.

O×
K j

//
� _

��

λ
,,S

ℓ
//� _

��

H� _

��
K× j //

NK/Q
��

K×
R

ℓ //

N
��

[
∏
τ R]+

Tr

��
Q× // R× log |·| // R,

其中 [∏
τ

R
]+

= {(xτ ) | xτ = xτ} ,

S =
{
y ∈ K×

R | N(y) = ±1
}

是K×
R 的一个超曲面 (余维数为 1),

H =

{
x ∈ [

∏
τ

R]+ | Tr(x) = 0

}
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1.4 闵可夫斯基理论

是 [
∏
τ R]+的一个超平面.

我们固定

f :
[∏
τ

R
]+ ∼−→ Rr+s

(xρ, xσ, xσ) 7→ (xρ, 2xσ).

则 Tr变为通常的迹, `变为 `(x) = (log |xρ|, log |xσ|2).

命题 1.54
kerλ = µK .

证明 显然 µK ⊆ Kerλ. 若 ε ∈ Kerλ,则 |τε| = 1,故 jε落在KR的一个有界区域内. 而 jOK 是一个格,
因此 kerλ有限,这迫使 kerλ = µ(K). □

定理 1.55
Λ = λ(O×

K)是 H 的一个完全格.

证明 我们首先证明 Λ是一个格. 对于任意 c > 0,我们断言{
(xτ ) ∈

∏
τ

R : |xτ | ≤ c

}
只包含有限多个 Λ中的元素. 该区域在 `下的原像为{

(zτ ) ∈
∏
τ

C× : e−c ≤ |zτ | ≤ ec
}
.

由于 jO×
K ⊂ jOK 是一个格的子集,因此该区域只包含有限多 jO×

K 中的元素,从而 Λ是离散的,因此它
是一个格.

我们将构造一个有界集 T ⊆ S 使得所有 Tjε, ε ∈ O×
K 覆盖整个 S. 于是 M = `(T ) ⊆ H 中元素

的每个分量都是上有界的,而 H 中元素各分量之和为 0,因此它们也是下有界的,即M 有界,由此可得
Λ ⊆ H 是完全格. 设 cτ > 0满足 cτ = cτ̄ ,且

C =
∏
τ

cτ >

(
2

π

)s√
|∆K |.

设 X = {(zτ ) ∈ KR : |zτ | < cτ},则对于 y ∈ S,

Xy−1 =
{
(zτ ) ∈ KR : |zτ | < cτ |yτ |−1

}
.

由定理 1.51知存在 0 6= a ∈ OK 使得

|NK/Q(a)| ≤ C, ja ∈ Xy−1, y ∈ X(ja)−1.

我们知道范数有限的理想只有有限多个,因此可以选取 α1, . . . , αN ∈ OK使得任意满足 |NK/Q(α)| ≤ C
的元素 α ∈ αiO×

K . 于是

T = S ∩
N⋃
i=1

X(jαi)
−1

是一个有界集,且 S =
⋃
ε∈O×

K
Tjε. □

因此我们得到

23



第一章 代数整数

定理 1.56 (狄利克雷单位定理)
O×
K 为有限生成交换群,秩为 r + s− 1,即

O×
K
∼= µK × Zr+s−1.

令 t = r + s− 1. 设 ε1, . . . , εt是 O×
K 自由部分的一组生成元. 令

y =
1√
r + s

(1, . . . , 1) ∈ Rr+s,

则它和 H 正交,因此 λ(O×
K)的体积等于

± det


y1 λ1(ε1) . . . λ1(εt)
...

...
...

yr+s λr+s(ε1) . . . λr+s(εt)

 .

将所有行加到任意一行,我们得到 (
√
r + s, 0, . . . , 0),因此我们有:

命题 1.57
covol

(
λ(O×

K)
)
=
√
r + sR,其中 R是矩阵

λ1(ε1) . . . λ1(εt)
...

...
λr+s(ε1) . . . λr+s(εt)


的任一 r + s− 1阶主子式的行列式的绝对值. 我们称 R为K 的调整子.

例题 1.9设K = Q( 3
√
2),则

O×
K =

{
±(1− 3

√
2)n | n ∈ Z

}
∼= Z⊕ Z/2Z.

� 练习 1.4.1证明 covol(Λ) =
√
| det (〈vi, vj〉)i,j |且不依赖于基的选取.

� 练习 1.4.2设 Λ是欧式空间 V 的完全格,存在一个对称凸集 X 使得 vol(X) = 2ncovol(Λ),且 Λ ∩X =

{0}.
� 练习 1.4.3证明在等式(1.2)中,对于实嵌入, ατ = 1;对于复嵌入, ατ = 2.

� 练习 1.4.4 N
(
(a)
)
= |NK/Q(a)|, ∀a ∈ K×.

� 练习 1.4.5证明 a所有元素的范数生成的 Z的理想为NaZ.

� 练习 1.4.6 证明对 OK 的任一非零理想 a,存在非零元 a ∈ a使得

|NK/Q(a)| ≤
(
2

π

)s√
|∆K |Na.

� 练习 1.4.7证明对称凸集

X =

{
(zτ ) ∈ KR |

∑
τ

|zτ | < t

}

的体积为 vol(X) = 2rπs t
n

n! .

� 练习 1.4.8计算K = Q(
√
d), d = −1,−2,−3,−5,−7, 2, 3, 5的类数.

� 练习 1.4.9 证明K 6= Q时, |∆K | 6= 1.

� 练习 1.4.10证明当数域K 的次数趋于无穷时, |∆K |趋于无穷.

� 练习 1.4.11在相差一个单位的前提下, NK/Q(α) = a的 α只有有限多个.
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1.5 二元二次型

� 练习 1.4.12虚二次域的单位群是什么?
� 练习 1.4.13证明 x3 + 3y3 + 9z3 − 9xyz = 1有无穷多整数解.

§1.5 二元二次型

本节中,我们将讨论二元二次型和类群之间的联系.

§1.5.1 等价类

定义 1.58 (二次型)
形如 F (x, y) = ax2 + bxy + cy2, a, b, c ∈ Z的多项式被称为 (整)二元二次型. 如果 (a, b, c) = 1,我
们称 F 是本原的. F 的判别式是指 D = b2 − 4ac.

容易看出, F 可以分解为两个有理系数的一次因式的乘积当且仅当D是个平方数. 我们总是假设 d

不是平方数.

定义 1.59
(1)如果对于非零 (x, y),总有 F (x, y) > 0,我们称 F 是正定的. 这等价于 D < 0, a > 0.
(2)如果对于非零 (x, y),总有 F (x, y) < 0,我们称 F 是负定的. 这等价于 D < 0, a < 0.
(3)如果 F 既能取到正值也能取到负值,我们称 F 是不定的. 这等价于 D > 0.

对于 γ = ( r su v ) ∈ SL2(Z),定义

G(x, y) = F (rx+ sy, ux+ vy).

我们称 F 和 G是等价的.
我们记Q =

(
a b/2
b/2 c

)
为 F 的关联矩阵. 则G和 F 等价当且仅当存在 γ ∈ SL2(Z)使得G的关联矩

阵为 γTQγ. 不难证明,等价的二元二次型具有相同的判别式,且 F (x, y) = n的解的数量和 G(x, y) = n

的解的数量相同.
我们所感兴趣的是所有二元二次型的等价类.

引理 1.60
任一二元二次型可等价于 ax2 + bxy + cy2,其中 |b| ≤ |a| ≤ |c|.

证明 设 a是集合 {F (x, y) : x, y ∈ Z}中绝对值最小的非零元. 设 a = F (r, s), q = (r, s). 则

F

(
r

q
,
s

q

)
=

a

q2
,

因此 q只能是 1, r与 s互素. 于是存在 u, v ∈ Z使得 rv − us = 1. 记

F (rx+ uy, sx+ vy) = ax2 + b′xy + c′y2.

注意到

a(x+ hy)2 + b′(x+ hy)y + c′y2 = ax2 + (b′ + 2ah)xy + (ah2 + b′h+ c′)y2,

我们可以取 h使得 |b′ + 2ah| ≤ |a|. 令 b = b′ + 2ah, c = ah2 + b′h + c′,则 c = G(0, 1),其中 G(x, y) =

ax2 + bxy + cy2是和 F 等价的二次型. 由 |a|的极小性可知 |c| ≥ |a|. □
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定理 1.61 (二元二次型等价类个数有限)
固定一个无平方因子的整数 D,则只有有限多个二元二次型的等价类,其判别式为 D.

证明 我们假设每个等价类中已选出如上述引理所描述的二元二次型. 如果 D > 0, 则 |ac| ≥ b2 =

D + 4ac ≥ 4ac, 于是 ac < 0, 4|ac| ≤ D, 从而 |a| ≤
√
D/2. 如果 D < 0, 则 |D| = 4ac − b2 ≥

4a2− a2 = 3a2, |a| ≤
√
|D|/3. 无论哪种情形, a只有有限多种可能. 于是 |b| ≤ |a|也只有有限多种可能.

而 c = (b2 − d)/4a,因此命题得证. □

定理 1.62
每一个正定的二元二次型等价类有如下形式的唯一代表元: ax2 + bxy + cy2, |b| ≤ a ≤ c, 且若
|b| = a或 a = c,有 b ≥ 0.

注这样的形式被称为既约的.

证明 上述定理告诉我们可不妨设 |b| ≤ a ≤ c. 若 |b| = a且 b < 0,我们有

F (x+ y, y) = ax2 + axy + cy2;

若 a = c且 b < 0,我们有
F (−y, y) = ax2 − bxy + ay2.

因此每个题述的等价类均有这样的代表元.

我们来说明这些两两不等价. 设 F (x, y) = ax2 + bxy + cy2既约,则对任意 x, y ∈ Z,我们有

F (x, y) ≥ (a+ c− |b|)min
{
x2, y2

}
.

实际上,不妨设 |x| ≥ |y|,则

F (x, y) ≥ (a− |b|)|xy|+ cy2 ≥ (a+ c− |b|)y2.

特别地, xy 6= 0时 F (x, y) ≥ a+ c− |b|,且等号仅在 (x, y) = ±
(
1,−sgn(b)

)
时成立. 于是 F 可表达的非

零整数中最小的三个为

a ≤ c ≤ a+ c− |b|.

设 G(x, y)是和 F (x, y)等价的既约二元二次型,则 G(x, y) = ax2 + b′xy + c′y2.

如果 a = c = b ≥ 0,则 −D = 4ac′ − b′2 ≥ 4a2 − a2 = −D,从而 c′ = a = |b′|. 而 G是既约的,从
而 b′ = a.
如果 a = c > b ≥ 0, 则 c′ = a 或 c′ = 2a − b. 若 c′ = 2a − b, 则 F (x, y) = a 有四个解, 而
G(x, y) = a只有两个解,这不可能. 因此 c′ = a = c,从而 b′ = b.
如果 c > a = |b|,则 a < c = a + c − |b|,从而 c′ = a或 c. 而 c′ = a时划归到前述两种情形,这不
可能,因此 c′ = c, b′ = b.
如果 c > a > |b|,则 c′ > a > |b′|,否则 G化归到划归到前述两种情形,这不可能. 从而 a < c <

a+ c− |b|, a < c′ < a+ c′ − |b′|. 由此可知 c′ = c, |b′ = |b|.

所以我们只需说明最后一种情形下, b 6= 0时 F (x, y) = ax2 + bxy+ cy2和G(x, y) = ax2− bxy+ cy2不

等价. 假设存在 γ ∈ SL2(Z)使得

γT
(

a −b/2
−b/2 c

)
γ =

(
a b/2
b/2 c

)
,
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1.5 二元二次型

则 F (x, y) = G(x′, y′) = n当且仅当 (x, y) = (x′, y′)γT. 由 n = a时解为 (±1, 0)和 n = c时解为 (0,±1)
可知 γ = ±I2或 ±

(
1
−1

)
. 但 det γ = 1,从而 γ = ±I2, F = G,矛盾! □

例题 1.10列出 −D ≤ 12的所有正定既约二元二次型.

§1.5.2 表整数

定义 1.63
如果 F (x, y) = n有整数解,我们称 n可以被 F (x, y)表出. 如果有 (x, y) = 1的解,我们称 n被

F (x, y)真表出.

引理 1.64
整数 n可被 F (x, y)真表出当且仅当 F (x, y)与某个 nx2 + bxy + cy2等价.

证明 充分性显然. 若 F (u, v) = n, (u, v) = 1, 则存在 r, s ∈ Z使得 us − rv = 1, 从而 F (x, y)等价于

F (ux+ ry, vx+ sy),且后者 x2项系数为 F (u, v) = n. □

命题 1.65
设 n 6= 0和 D是整数.
(1)存在判别式为 D的二元二次型真表出 n当且仅当 D模 4n是个平方.
(2)存在判别式为D的二元二次型表出 n当且仅当 n中幂次为奇数的素因子 p需要满足

(
D
p

)
= 1

(其中
(
D
2

)
= 1是指 D ≡ ±1 mod 8).

证明 (1)若 F 真表出 n,则 F 等价于 nx2 + bxy + cy2,从而判别式D = b2 − 4nc是模 4n的平方. 反之,
存在 b使得 D ≡ b2 mod 4n,令 c = (b2 −D)/4n,则 nx2 + bxy + cy2是判别式为 D且真表出 n的二元

二次型.
(2)这等价于存在 n′ 被 F 真表出且 n/n′ 是平方数. 如果 p在 n中的幂次是奇数,则 p | n′,从而 D

模 p 是平方. 反之, 若 n 中每个幂次为奇数的素因子 p 都满足
(
D
p

)
= 1, 则所有这样不同的 p 的乘积

n′ 满足 D 是模 4n′ 的平方. 如果 n′ 是奇数,由 D ≡ 0, 1 mod 4知 D 模 4n′ 是平方;如果 n′ 是偶数,由(
D
2

)
= 1知 D ≡ 1 mod 8,从而 D模 4n′也是平方. 因此 n′被 F 真表出,从而 n被 F 表出. □

例题 1.11 设 D = −8, 则对应的正定既约二元二次型只有 x2 + 2y2. 由于
(
−2
p

)
= −1 ⇐⇒ p ≡

5, 7 mod 8,因此正整数 n可被 x2 + 2y2表出当且仅当 p ≡ 5, 7 mod 8在 n中的幂次为偶数.
例题 1.12正整数 n被 x2 + 5y2表出当且仅当

(1) 素数 p ≡ 11, 13, 17, 19 mod 20在 n中的幂次为偶数;
(2) 素数 p ≡ 2, 3, 7 mod 20在 n中的幂次之和为偶数.
注意到判别式为 −20的正定二元二次型只有

f(x, y) = x2 + 5y2, g(x, y) = 2x2 + 2xy + 3y2.

由上述命题可知与 −20互素的素数 p可被 f 或 g表出当且仅当
(
−5
p

)
= 1. 由二次互反律,我们有

(
−5
p

)
=

1, p ≡ 1, 3, 7, 9 mod 20

−1, p ≡ 11, 13, 17, 19 mod 20.

容易看出 f(x, y) 6≡ −1 mod 4, g(x, y) 6≡ 1 mod 4,从而 p ≡ 1, 9 mod 20只能被 f 表出, p ≡ 3, 7 mod 20
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只能被 g表出. 此外, 2只能被 g表出, 5只能被 f 表出. 故 p ≡ 1, 5, 9 mod 20在 n中的幂次任意. 最后,
(2)由下面这个神奇的等式得到:

(2x2 + 2xy + 3y2)(2x2 + 2xw + 3w2) = (2xz + xy + yz + 3yw)2 + 5(xw − yz)2.

这个等式是如何得到的呢? 设 p = (2, 1 +
√
−5) ⊆ K = Q(

√
−5),则 p2 = (2). 我们有

2x2 + 2xy + 3y2 =
NK/Q(2x+ (1±

√
−5)y)

Np
.

我们对

(2x+ (1±
√
−5)y)(2z + (1±

√
−5)w) = 2

(
(2xz + xy + yz + 3yz) + (xw − yz)

√
−5
)

两边取范数便得到了上述等式.

§1.5.3 与理想类群的联系

定义 1.66
设 x ∈ K. 如果对于所有实嵌入 σ : K ↪→ R,有 σ(x) > 0,我们称 x是全正的. 当K 是全虚域时该

条件总成立.
记 P+

K ⊆ IK 为由全正元生成的主分式理想全体. 定义K 的缩理想类群为

Cl+K := IK/P+
K .

对于全虚域,该定义与理想类群并无差异.

设 K = Q(
√
D)是判别式为 D 的二次域,记 x 7→ x̄为 G(K/Q)中非平凡元. 如果 D < 0,我们有

Cl+K = ClK ;如果 D > 0,我们有正合列4

1→ PK/P+
K → Cl+K → ClK → 1.

定义 1.67
设 α1, α2为K 中两个 Q线性无关的元素. 如果

det
( α1 α2
α1 α2

)
√
D

> 0,

我们称 (α1, α2)是正向的.

显然 (α1, α2)和 (α2, α1)中有且仅有一个是正向的.
对于K 的分式理想 a,设 (ω1, ω2)为其一组正向的 Z基. 记

fω1,ω2(x, y) =
NK/Q(xω1 + yω2)

Na
.

引理 1.68
二次型 fω1,ω2 是整系数的,其判别式为 D,且 K 是虚二次域时是正定的. 更进一步, fω1,ω2 的等价

类只依赖于 [a] ∈ Cl+K .

证明 对于正整数 x, y,我们有 fω1,ω2(x, y) ∈ Z. 由于它的 x2, y2, xy系数分别为

fω1,ω2(1, 0), fω1,ω2(0, 1), fω1,ω2(1, 1)− fω1,ω2(1, 0)− fω1,ω2(0, 1),

4如果K 有范数为 −1的单位,则 PK = P+
K ;否则它的大小为 2.
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1.5 二元二次型

因此 fω1,ω2 是整系数的. 通过计算可知它的判别式为
(ω1ω̄2 − ω̄1ω2)

2

Na2
=

∆a

Na2
= ∆K = D.

如果K 是虚二次域,任意数的范数均非负,从而 fω1,ω2 正定.

如果 (ω′
1, ω

′
2)也是 a的一组正向的 Z基,则存在 γ ∈ GL2(Z)使得 (ω′

1, ω
′
2) = (ω1, ω2)γ. 由于这两

组基都是正向的,因此 γ ∈ SL2(Z),从而这两个二元二次型等价.

若 b和 a在 Cl+K 中位于同一个等价类,则存在全正的 α ∈ K 使得 b = (α)a. 于是 (αω1, αω2)是 b

的一组正向的 Z基,且我们有 fαω1,αω2 = fω1,ω2 . □
对于二元二次型 f ,我们记 [f ]为其等价类.

定理 1.69
上述构造 a 7→ [fω1,ω2 ]给出了 Cl+K 到判别式为 D的非负定的二元二次型等价类全体的双射.

证明 设 f(x, y) = ax2 + bxy + cy2 是判别式为 D 的非负定二元二次型. 我们可不妨设 a > 0. 设 τ 是

ax2 − bx+ c = 0中满足 (1, τ)是正向的那个根. 设 a = Z+ Zτ ⊂ K,我们来说明它是一个分式理想.

D ≡ 0 mod 4. 我们有 2 | b且 OK = Z+ Z
√
D
2 . 由 τ = b±

√
D

2a 可知
√
d

2
(1, τ) = ±(1, τ)

(
−b/2 −c
a −b/2

)
.

D ≡ 1 mod 4. 我们设 ωD = 1±
√
D

2 ,正负号与 τ = b±
√
D

2a 一致,则 OK = Z+ ZωD,

ωD(1, τ) = (1, τ)
(

(1−b)/2 −c
a (1+b)/2

)
.

从而 a是一个分式理想. 易知 disc(1, τ) = D/a2,故Na = a−1. 由此可知

f1,τ =
NK/Q(x+ yτ)

Na
= ax2 + bxy + cy2 = f.

从而题述映射是满的.

现在我们来说明单. 设 b有一组正向基 (ω1, ω2)使得 [fω1,ω2 ] = [f ]. 存在 γ = ( r su v ) ∈ SL2(Z)使得

fω1,ω2(rx+ sy, ux+ vy) = f(x, y).

我们将正向基 (ω1, ω2)换为 (ω′
1, ω

′
2) = (ω1, ω2)γ,则我们可以不妨设 fω1,ω2 = f . 于是

NK/Q(ω1x+ ω2y) = Nb(ax2 + bxy + cy2).

注意到 NK/Q(ω1) = aNb > 0, 通过将 (ω1, ω2) 换成 (−ω1,−ω2), 我们可不妨设 ω1 全正. 令 (x, y) =

(−τ, 1),则NK/Q(ω2 − τω1) = 0,从而 ω2 = τω1, b = (ω1)a. □

注 (1)任意二元二次型的判别式均可唯一写成 D = f2DK 的形式,其中 DK 是某个二次域的判别式, f
是正整数. 称 f 为该二元二次型的导子. 类似地,判别式为 D的非负定二元二次型等价类全体和 OK 的
子环 O = Z+ fOK 的缩理想类群有一一对应.

(2)由定理 1.61和1.69可以得到二次域类群的有限性. 实际上,这还给出了虚二次域类数的一个有效
算法.

(3)上述定理还给出了二元二次型上的乘法,称之为高斯复合律. 这由高斯于 1800年左右首次发现,
在那个时间一般数域的理想类群的概念还尚未被提出.

(4)如果我们只考虑 F (x, y) = n何时有有理解的话,问题会简单得多,见2.2.5小节.

� 练习 1.5.1设 F,G为两个二次型, Q为 F 的关联矩阵.
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(1) G和 F 等价当且仅当存在 γ ∈ SL2(Z)使得 G的关联矩阵为 γTQγ.
(2) 若 F 和G等价,则它们的判别式相同,且 F (x, y) = n的解的数量和G(x, y) = n的解的数量相同.

� 练习 1.5.2哪些正整数可被 x2 + 3y2表出?
� 练习 1.5.3 D是某个二次域的判别式当且仅当

任意奇素数在 D中的幂次最多为一次;
D ≡ 1 mod 4或 D/4 ≡ 2, 3 mod 4.

� 练习 1.5.4学习高斯关于二次域缩理想类群的 2部分的刻画 (Gauss genus theory).
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内容提要

h 赋值的定义 2.2
h 完备离散赋值域的结构 2.18, 2.21

h 局部分歧理论 2.3
h 整体分歧理论 2.4

问题

设 K 为数域, f(x1, . . . , xn)为 K 系数次数不大于 2的多项式. 如何判断方程 f(x1, . . . , xn) = 0

在K 中是否有解?

哈塞-闵可夫斯基定理告诉我们, f(x1, . . . , xn) = 0 在 K 中有解当且仅当, 对于 K 的每个赋值 v,
f(x1, . . . , xn) = 0在Kv 中有解. 本章中,我们将研究赋值的一般性质,以及赋值在数域扩张中的变化行
为.

§2.1 赋值

§2.1.1 赋值和非阿赋值

我们先来了解一般的赋值理论.

定义 2.1
全序交换群 Γ指的是一个交换群 Γ,其上有一个全序关系 <,满足 x < y =⇒ xz < yz. 我们可以
自然定义出 Γ ∪ {0}上的乘法和全序: x · 0 = 0 = 0 · 0, 0 < x.

� 练习 2.1.1全序交换群中没有非平凡有限阶元.

定义 2.2 (赋值)
如果域K 上的函数 | · | : K → R≥0满足

(1) |x| = 0当且仅当 x = 0;
(2) |xy| = |x| · |y|, ∀x, y ∈ K;
(3) (三角不等式) |x+ y| ≤ |x|+ |y|, ∀x, y ∈ K,
我们称 | · |为K 上的一个 (乘性)赋值,称 (K, | · |)为赋值域. 如果 | · |满足
(3′) (强三角不等式) |x+ y| ≤ max {|x|, |y|} , ∀x, y ∈ K,
则称之为非阿赋值;否则称之为阿基米德赋值. 一般的 (非阿)赋值值域可以是任意全序乘法交换
群并上 0.

� 练习 2.1.2若 ζ 是K 中的一个单位根,则 |ζ| = 1.
� 练习 2.1.3设 | · |是一个非阿赋值.

(1)如果 |x| 6= |y|,则 |x+ y| = max {|x|, |y|}.
(2)
∣∣|x| − |y|∣∣ ≤ |x− y|.

实数域和复数域上的通常绝对值均为阿基米德赋值. 阿基米德赋值实际上等价于满足阿基米德定
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理的赋值:对于任意 c > 0和非零 x,存在充分大的 n使得 |nx| > c. 如果 |·|非阿,则 |nx| = |x+· · ·+x| ≤
|x|有界;反之,若存在 c > 0使得 |n| < c, ∀n ∈ Z,

|(x+ y)n| = |
∑(

n

i

)
xiyn−i| ≤ (n+ 1)cmax

i

{
|x|i|y|n−i

}
≤ (n+ 1)cmax {|x|, |y|}n ,

因此 |x+ y| ≤
(
(n+ 1)c

)1/n
max {|x|, |y|}. 令 n→ +∞可知 | · |为非阿赋值.

记 Γ′ 为和 Γ相同的群,但我们把群运算写成加法,幺元写成 0,序与 Γ相反. 我们可以自然定义出
Γ′ ∪ {∞}上的加法和全序: x+∞ =∞ =∞+∞, x <∞. 因此非阿赋值有相应的加性版本.

定义 2.3 (加性赋值)
设 Γ是全序加法交换群. 如果域K 上的函数 v : K → Γ ∪ {∞},满足
(1) v(x) =∞当且仅当 x = 0;
(2) v(xy) = v(x) + v(y), ∀x, y ∈ K;
(3) v(x+ y) ≥ min {v(x), v(y)} , ∀x, y ∈ K.
则称之为加性赋值.

加性赋值和非阿赋值之间是一一对应的. 对于 Γ = R>0,我们可以更直接地通过映射 loga : R>0 →
R构造二者之间的对应,这里 0 < a < 1.

� 练习 2.1.4设 p是数域K 的素理想,定义 vp(x)为 (x)素理想分解中 p的幂次,则 vp是加性赋值, | · |p =
Np−vp(·) 是乘性赋值,称之为 p进赋值. 特别地,如果 K = Q, p = (p), vp 是加性赋值, | · |p = p−vp(·) 是

乘性赋值,称之为 p进赋值.

� 练习 2.1.5 证明下述函数为非阿赋值.

(1)设K 为 C上的有理函数全体, x ∈ C,定义 ordx(f)为 f 在 x处的阶, f ∈ K×.

(2)设 k为一个域, kJT K为形式幂级数环,即

kJT K = {+∞∑
n=0

anT
n | an ∈ k

}
.

令K = k((T )) = kJT K[T−1]为其分式域 (为什么). 定义 v

(
+∞∑
n=m

anT
n

)
= m, am 6= 0.

(3)设 k为一个域,K = k(T ), p(T )为K 上一不可约多项式,则它生成 k[T ]的素理想 p. 定义 vp(f)

为 f(T )的不可约分解中 p(T )的幂次,则 vp是加性赋值.

例题 2.1 固定一个素数 p. 定义 Γ = R>0 × γZ 上的序: rγm < sγn ⇐⇒ rp−m < sp−n 或 rp−m =

sp−n,m < n. 设K 是 R = {
∑
anT

n ∈ ZJT K : |an|p → 0},定义

K −→ Γ ∪ {0}∑
anT

n 7−→ sup |an|pγn.

那么它是一个非阿赋值.

§2.1.2 等价赋值

赋值将K 变成一个度量空间,于是定义出K 上的一个拓扑,其中

U(a, r) = {x ∈ K : |x− a| < r} , a ∈ K, r > 0
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构成一组拓扑基. 在该拓扑下,K是一个拓扑域. 显然 1K× 是一个平凡赋值,它给出了离散拓扑. 我们排
除这种情形.
对任意正实数 c, | · |c显然也是一个赋值,我们称 | · |和 | · |c是等价赋值.

命题 2.4
下述命题等价:
(1) | · |和 | · |′等价;
(2) 对任意 x ∈ K, |x| < 1当且仅当 |x|′ < 1;
(3) | · |和 | · |′给出相同的拓扑;
(4) 存在 c1, c2 > 0使得 | · |c1 ≤ | · |′ ≤ | · |c2 ;
(5) 对任意 a, b ∈ K, |a| ≤ |b|当且仅当 |a|′ ≤ |b|′.

证明 显然 (1)蕴含其它所有命题.
(3) =⇒ (2). 由于 |x| < 1等价于 {xn}n≥0趋于 0,从而 |x| < 1当且仅当 |x|′ < 1.
(4) =⇒ (2). 显然.
(5) =⇒ (2). 令 b = 1, a = x即可.
(2) =⇒ (1). 设 |y| > 1,则对于 x 6= 0, |x| = |y|s, s ∈ R. 设 {mi/ni}i 是一串极限为 s且大于 s的有

理数, ni > 0. 我们有 |x| < |y|mi/ni ,即 ∣∣∣∣ xni

ymi

∣∣∣∣ < 1.

反推可知 |x|′ < |y|′mi/ni ,故 |x|′ ≤ |y|′s. 若我们考虑一串极限为 s且小于 s的有理数,则我们有 |x|′ ≥
|y|′s. 从而 |x|′ = |y|′s. 令 c = log |y|′/ log |y|,则 c = log |x|′/ log |x|,因此 | · |′ = | · |s. □

定理 2.5
Q上的赋值等价类只有 | · |R和 | · |p.

证明 对于非阿赋值 | · |, |n| ≤ 1. 如果对于所有素数 p, |p| = 1,则容易推出该赋值是平凡赋值. 因此存在
p使得 |p| < 1. 考虑

a = {a ∈ Z : |a| < 1} .

则 a是一个理想,且 pZ ⊆ a 6= Z,因此 a = pZ. 根据赋值的可乘性,该赋值等价于 | · |p.
如果 | · |是阿基米德赋值,则对于正整数m,n > 1,如果 |n| ≥ 1,

m = a0 + a1n+ · · ·+ arn
r, ai ∈ {0, 1, . . . , n− 1} , ar > 0,

则 r ≤ lnm/ lnn,

|m| ≤
∑
|ai| · |n|i ≤

∑
|ai| · |n|r ≤

(
1 +

lnm

lnn

)
n · |n|

lnm
lnn .

将m换成mk 并令 k → +∞,则

|m| ≤ |n|
lnm
lnn , |m|

1
lnm ≤ |n|

1
lnn .

由对称性可知存在 c > 0使得当 |n| ≥ 1时, |n| = clnn = |n|sR, s = ln c. 由阿基米德性质知对任意m,存
在 k > 0使得 |k| > 1/|m|, |km| > 1,因此 |km| = |km|sR. 又因为对任意m, |m| ≤ |m|sR,因此 |m| = |m|sR
等价于 | · |R. □
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定义 2.6 (赋值环)
设 R是域K 的一个子环. 如果对于任意非零元 x ∈ K,均有 x ∈ R或 x−1 ∈ R,则称 R为一个赋

值环. 通过自然的商映射,它给出了K 的一个赋值

| · | : K → Γ ∪ {0} ,

其中 Γ = K×/R×的序为: x ≤ y ⇐⇒ xy−1 ∈ R. 我们称其为克鲁尔赋值. 显然

R = D(0, 1) := {x ∈ K : |x| ≤ 1} .

这给出了非阿赋值的等价类和赋值环的一一对应.

� 练习 2.1.6计算习题 2.1.5中的赋值环.

� 练习 2.1.7 设 k为一个域,K = k(T ),则 v∞(f) = − deg f 是加性赋值. 它的赋值环是什么?

� 练习 2.1.8证明习题2.1.5(3)和2.1.7中的赋值是 k(T )上所有赋值.

对于不等价的赋值,我们有如下的逼近定理.

命题 2.7 (逼近定理)
设 | · |1, . . . , | · |n为互不等价的赋值, α1, . . . , αn ∈ K. 对于任意 ε > 0,存在 α ∈ K使得 |α−αi|i <
ε, i = 1, . . . , n.

证明 由命题 2.4知存在 α, β ∈ K 使得 |α|1 < 1 ≤ |α|n, |β|1 ≥ 1 > |β|n. 设 y = β/α,则 |y|1 > 1, |y|n <
1.

我们归纳地证明存在 z ∈ K 使得

|z|1 > 1, |z|j < 1, j = 2, . . . , n.

n = 2已成立. 设 x满足 |x|1 > 1, |x|j < 1, j = 2, . . . , n− 1. 如果 |x|n ≤ 1,则对于充分大的m, z = xmy

满足我们的要求. 如果 |x|n > 1,则对于充分大的m, z = yxm/(1 + xm)满足我们的要求.

我们看到,我们所取的 z 使得 zm/(1 + zm)在 | · |1 下趋于 1,在其它赋值趋于 0. 类似地,我们构造
zi在 | · |i下趋于 1,在其它赋值趋于 0. 最后取 α =

∑
αizi即可. □

§2.1.3 完备化

命题 2.8
(1)域 K 在一个赋值下 | · |的完备化 K̂ 仍然是一个域,且赋值可以延拓至 K̂. 记为 (K̂, | · |

K̂
),则

它在同构意义下唯一.
(2) K̂ 是完备的,且K 在 K̂ 中稠密.
(3)如果K ↪→ L是赋值域的连续嵌入,则该嵌入可延拓至 K̂ ↪→ L̂.

证明 实际上, K̂ 是 K 上等价的柯西列全体构成的集合. K̂ 的存在性、唯一性以及 K 在其中稠密均是

标准的分析学内容,这里我们省略. 设柯西列 (xn)n≥1代表了 x ∈ K̂,则 (|xn|)n≥1也是柯西列,我们将其
极限定义成 |x|

K̂
. 易知它是良定的且延拓了 | · |.

我们可以自然地在 K̂ 上定义加法和乘法. 如果 a = (an)n≥1是一个非零柯西列,则存在整数 N ≥ 1
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以及常数 C > 0使得 n ≥ N 时 |an| ≥ C. 定义

bn =

1 1 ≤ n ≤ N − 1;

a−1
n n ≥ N,

则 |bn − bm| = |anam|−1|an − am| ≤ C−2|an − am|. 从而 b = (bn)n≥1是一个柯西列,且 ab = 1. 因此 K̂

是一个域.

设 f : K ↪→ L为题述嵌入. 对于 x = limn→+∞ xn ∈ K̂, xn ∈ K,定义 f̂(x) = limn→+∞ f(xn). 则
f̂ 是良定的且是我们要的延拓. 由连续性知它是唯一的. □

� 练习 2.1.9 对于非阿赋值域, {xk}k≥1 是柯西列当且仅当 |xk+1 − xk| → 0. 换言之, 完备非阿赋值域中∑∞
k=1 ak 收敛当且仅当 ak → 0.

命题 2.9
设K 为非阿赋值域, RK 为其赋值环.
(1) RK 是整闭的,且 p = {x ∈ K : |x| < 1}是极大理想.
(2)设 0 < |π| < 1,则 K̂ 的赋值环为

R
K̂

= lim←−
n

RK/π
nRK =

(xn)n ∈
∏
n≥1

RK/π
nRK | xn+1 ≡ xn mod πn

 .

证明 (1)设 x ∈ K被 f(x) = xn+an−1x
n−1+ · · ·+a0 ∈ RK [x]零化. 如果 |x| > 1,则 |aixi| = |ai| · |x|i <

|x|n. 于是 0 = |f(x)| = |x|n > 1,矛盾. 因此 RK 是整闭的. 对于任意 u ∈ RK − p, |u−1| = |u|−1 = 1,因

此 u−1 ∈ RK , p是极大理想.

(2) 由于 K 在 K̂ 中稠密, 因此 RK 的闭包是 R
K̂
. 对于任意 x = (xn)n≥1 ∈ R := lim←−

n

RK/π
n, 令

x̃n ∈ RK 为 xn 的任一提升,则 |x̃n − x̃m| ≤ |π|m, ∀n ≥ m. 由于 |π| < 1,因此 {x̃n}n 是一个柯西列,令
φ(x)为其极限,则我们定义了映射 φ : R→ R

K̂
. 反之,对于任意 a ∈ R

K̂
,设序列 {an ∈ RK}n的极限为

a,定义 ψ(x) = (x̄n)n ∈ R. 容易验证 φ和 ψ互逆. □

命题 2.10
非阿赋值域全不连通, 即对任意 x 6= y, 存在既开又闭的两个不交集合 U, V , 其中 x ∈ U, y /∈
U, y ∈ V, x /∈ V .

证明 设 Γ为该赋值域赋值对应的全序乘法交换群. 对任意 r ∈ Γ,我们有

D(a, r) = U(a, r) ∪
⋃

|s−a|=r

U(s, r).

从而 D(a, r)是开集. 对于任意 x /∈ D(a, r), |x − a| > r. 设 0 < t < |x − a| − r, 则对于 y ∈ U(x, t),
|y − a| ≥ |x − a| − |x − y| > |x − a| − t > r,因此 U(x, t) ∩D(0, r) = ∅. 从而 D(a, r)既开又闭. 对于
x 6= y,

D(x, r) ∩D(y, r) = ∅, r < |x− y|,

因此命题成立. □
例题 2.2数域K 上的 p进赋值的赋值环为

OK,p = (OK − p)−1OK .

35



第二章 赋值与分歧理论

它的极大理想为 pOK,p,剩余域为 OK,p/pOK,p ∼= OK/p. 相应的完备化为

OKp := lim←−
n

OK/pnOK

的分式域Kp = OKp [
1
p ],其中 pZ = p ∩ Z.

特别地, Q上的 p进赋值的赋值环为

Z(p) =
{a
b
: a, b ∈ Z, p - b

}
,

它的极大理想为 pZ(p),剩余域为 Z(p)/pZ(p) = Fp. Q在该赋值下的完备化为

Zp := lim←−
n

Z/pnZ

的分式域 Qp = Zp[1p ].
� 练习 2.1.10给出习题 2.1.5中赋值环的一个素元并计算剩余域.
� 练习 2.1.11设 x ∈ 1 + pZp.

(1)证明 xp
n ∈ 1 + pn+1Zp.

(2)如果整数序列 (sn)n≥1在 Zp中收敛到 s,则 (xsn)n≥1也收敛. 记为 xs.
(3) s ∈ Zp在乘法群 1 + pZp的作用 x 7→ xs将其变成了一个 Zp模.

� 练习 2.1.12 (1) Qp和 R不同构.
(2)当素数 p 6= q时,域 Qp和 Qq 不同构.

� 练习 2.1.13 Qp的代数闭包是无限次的.

§2.2 完备离散赋值域

§2.2.1 离散赋值

� 练习 2.2.1 R的离散子群为 rZ, r ∈ R.

定义 2.11 (离散赋值)
如果 v(K×)是 R的离散子群,称 v是离散赋值,称K为离散赋值域,对应的赋值环为离散赋值环.
显然,离散赋值存在等价赋值 v′使得 v′(K×) = Z,称之为规范化离散赋值.

例题 2.3 p进赋值和习题 2.1.5中的赋值均为离散赋值.
设K 是完备离散赋值域,则满足 v(π) = 1的元素是素元. 设OK , π, p, κ := OK/p, v分别为K 的赋

值环、素元、极大理想、剩余域和规范化离散赋值. 我们有

OK = lim←−
n

OK/πnOK .

命题 2.12
如果K 是完备离散赋值域,则 p是主理想且OK 的所有非零理想为 {pn}n≥0. 特别地,OK 只有素
理想 (0), p,且 pn/pn+1是一维 κ向量空间.

证明 对任意 x ∈ p, v(xπ−1) ≥ 0, 因此 xπ−1 ∈ OK , p = (π). 对于任意非零理想 I ⊆ OK , 设 n =

min {v(x) | x ∈ I}. 设 x ∈ I 满足 v(x) = n, 则 x−1πn ∈ OK , πn = (x−1πn)x ∈ I . 又因为对任意
y ∈ I, v(y) ≥ n, yπ−n ∈ OK ,因此 I = (πn) = pn. □
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由此可知:

命题 2.13
设 S 是 κ在 OK 的一组代表元,则任一元素 x ∈ OK 均可唯一表为

x =
∑
i≥0

siπ
i, si ∈ S,

任一元素 x ∈ K 均可唯一表为
x =

∑
i≥−n

siπ
i, si ∈ S.

根据域本身的特征和剩余域的特征,可以将完备离散赋值域分为 (0, 0), (p, p), (0, p)三种情形. 我们
将会证明前两种情形 (等特征)情形是相对简单的.

定义 2.14 (本原多项式)

对于 f(T ) =
n∑
i=0

aiT
i ∈ K[T ],定义

|f | := max
i
{|ai|} .

如果 f(T ) ∈ OK [T ]满足 f(T ) 6≡ 0 mod π,即 |f | = 1,则称其为本原多项式.

引理 2.15 (亨泽尔引理)
如果本原多项式 f(T )模 π可以分解为

f(T ) ≡ ḡ(T )h̄(T ) mod π,

其中 ḡ, h̄ ∈ κ[x]互素,则存在分解
f(T ) = g(T )h(T ),

其中 g, h ∈ OK [T ], deg(g) = deg(ḡ)且

g(T ) ≡ ḡ(T ) mod π, h(T ) ≡ h̄(T ) mod π.

证明 设 d = deg(f),m = deg(ḡ). 任取 ḡ, h̄的提升 g0, h0 ∈ OK [T ]使得 deg g0 = m, deg h0 ≤ d−m. 我
们将归纳地构造一列 gn, hn ∈ OK [T ]满足

deg gn = m, deg hn ≤ d−m;
gn ≡ gn−1, hn ≡ hn−1 mod πn

f ≡ gnhn mod πn+1.
设 f = gn−1hn−1 + πnfn, deg fn ≤ deg f . 设 gn = gn−1 + πnpn, hn = hn−1 + πnqn,则

gnhn ≡ gn−1hn−1 + πn(pnhn−1 + gn−1qn)

≡ f + πn(pnh0 + g0qn − fn) mod πn+1.

我们希望找到 pn, qn满足 pnh0+ g0qn ≡ fn mod π. 由于 (ḡ, h̄) = 1,存在 a, b ∈ OK [T ]使得 ag0+ bh0 ≡
1 mod π,因此 afng0 + bfnh0 ≡ fn mod π. 根据带余除法,存在 bfn = ug0 + v, deg v ≤ deg g0 − 1. 注意
到 g首项系数是一个单位,因此 u, v ∈ OK [T ]. 令 pn = v,qn 为 afn + uh0 的次数小于 d−m的部分,则
它们满足我们需要的性质. 最后令 n→∞即可. □
例题 2.4假设K的剩余域 κ = Fq有限. 我们知道 T q−1−1 ∈ OK [T ]满足 T q−1−1 ≡

∏
a∈F×

q

(T−a) mod π,
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因此它在 OK [T ]也可以分解为 q − 1个不同的一次多项式乘积,换言之, µq−1 ⊆ OK .

� 练习 2.2.2 (魏尔斯特拉斯预备定理)任何一个非零的幂级数

f(T ) =
∞∑
n=0

anT
n ∈ ZpJT K

可以唯一地写成

f(T ) = pµP (T )u(T ),

其中 U(T ) ∈ ZpJT K×, P (T ) ∈ Zp[T ]首一且满足 P (T ) ≡ T λ mod p, λ = degP .

� 练习 2.2.3在 Q7中
∑
n≥0

( 1
2
n

) (
7
9

)n
是多少?

命题 2.16
如果完备离散赋值域K 的剩余域 κ是特征 p的完全域,则对于自然映射 OK ↠ κ,存在唯一一个
具有可乘性的自然的提升 r : κ→ OK .

证明 设 a ∈ κ. 对于任意 n ≥ 0,存在 an ∈ κ使得 ap
n

n = a, apn+1 = an. 设 ân ∈ OK 为其任一提升. 由于
âpn+1 ≡ ân mod p,易知 âp

n+1

n+1 ≡ âp
n

n mod pn+1. 因此 r(a) := lim
n→∞

âp
n

n 收敛. 容易知道, r(a)不依赖于提
升的选取,且满足可乘性. 如果 t也满足相应性质,则取 ân = t(an),

r(a) = lim
n→∞

âp
n

n = lim
n→∞

t(an)
pn = t(a).

因此 r是唯一的. □

定义 2.17 (泰希米勒提升)
r(a)被称为 a的泰希米勒提升,记为 [a].

当 K 特征 p时,容易看出 r 诱导了环嵌入 κ → OK ,此时我们知道 OK = κJπK,K = κ((π)). 实际
上,对于等特征情形,K 都具有这种形式.

定理 2.18
如果K 是等特征的完备离散赋值域,则 OK = κJπK,K = κ((π)).

证明 当 κ特征零时,映射 Z ↪→ OK ↠ κ是单射,因此 Z − {0}在 OK 中可逆, Q ⊂ OK . 由佐恩引理,
OK 中存在极大子域 S. 设 S 是它在 κ中的像,则 S

∼−→ S. 我们断言 S = k.

首先 κ在 S 上代数. 若不然,存在 a ∈ OK 使得 a在 S 上超越,所以 a在 S 上超越, S[a] ' S[a] '
S[T ], S[a] ∩ p = 0. 因此 S(a) ⊂ OK ,这与 S 极大矛盾,因此 κ在 S 上代数.

对于任意 α ∈ κ,令 f ∈ S[x]是它的极小多项式. 由于 κ特征零, f 可分, α是 f 的单根. 由亨泽尔引
理,存在 x ∈ OK , f(x) = 0, x = α. 因此 S[α]可以提升为 S[x]. 由 S 极大知 x ∈ S, κ = S.

一般情形,我们由 Cohen结构定理 [2]知,存在 OK 的子环 Λ,使得自然映射 Λ→ κ是同构. 由此可
知该命题成立. □
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2.2 完备离散赋值域

§2.2.2 维特向量

对于混合特征情形, charK = 0, charκ = p, 我们需要维特向量来描述完备离散赋值域的结构. 设
X = (X0, . . . , Xn),

Wn(X) = Xpn

0 + pXpn−1

1 + · · ·+ pnXn ∈ Z[X] = Z[X0, . . . , Xn].

引理 2.19
对于任意 Φ ∈ Z[X,Y],存在多项式

Φi ∈ Z[X0, . . . , Xi, Y0, . . . , Yi], i = 0, 1, . . . , n

使得

Wn(Φ0,Φ1, . . . ,Φn) = Φ
(
Wn(X0, X1, . . . , Xn),Wn(Y0, Y1, . . . , Yn)

)
.

证明 显然 Φ0 = Φ(X0, Y0). 归纳地定义

Φn(X,Y) =
1

pn

(
Φ
( n∑
i=0

piXpn−i

i ,
n∑
i=0

piY pn−i

i

)
−
n−1∑
i=0

piΦi(X,Y)p
n−i

)
.

我们只需要证明它是整系数的,我们利用归纳法证明

Φ(

n∑
i=0

piXpn−i

i ,

n∑
i=0

piY pn−i

i ) ≡
n−1∑
i=0

piΦi(X,Y)p
n−i

mod pn.

由归纳假设, Φi ∈ Z[X,Y],因此

Φi(X
p,Yp) ≡

(
Φi(X,Y)

)p
mod p.

于是 piΦi(X
p,Yp)p

n−1−i ≡ piΦi(X,Y)p
n−i

mod pn,

左边 ≡ Φ(
n−1∑
i=0

piXpn−i

i ,
n−1∑
i=0

piY pn−i

i )

≡
n−1∑
i=0

piΦi(X
p,Yp)p

n−1−i ≡右边 mod pn.

因此命题得证. □

对于 n ≥ 1和任意交换环 A, 令 Wn(A) = An. 令 Si, Pi 分别为对应 X + Y,XY 的 Φi. 对于任意
a = (a0, . . . , an−1), b = (b0, . . . , bn−1) ∈Wn(A),令

si = Si(a0, . . . , ai, b0, . . . , bi), pi = Pi(a0, . . . , ai, b0, . . . , bi).

定义

a+ b = (s0, s1, . . . , sn−1), a · b = (p0, p1, . . . , pn−1).

考虑

ρ :Wn(A) −→ An

(a0, a1, . . . , an−1) 7−→ (w0, w1, . . . , wn−1),

其中 wi =Wi(a) = ap
n−i

0 + pap
n−i−1

1 + · · ·+ piai. 则

wi(a+ b) = wi(a) + wi(b), wi(ab) = wi(a)wi(b).

如果 p可逆,则 ρ是双射,Wn(A)是一个环;
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如果 A没有 p阶元,则Wn(A) ⊆Wn(A[
1
p ])是一个子环;

一般情形,存在 I ⊆ R使得 A = R/I,R没有 p阶元,Wn(A) =Wn(R)/Wn(I).

因此Wn(A)是环. 考虑满同态

Wn+1(A) −→Wn(A)

(a0, a1, . . . , an) 7−→ (a0, a1, . . . , an−1),

定义

W (A) = lim←−
n

Wn(A),

其中每个Wn(A)赋予离散拓扑,则我们得到一个拓扑环 (由直积拓扑限制得到),称之为 A的维特环,其
中元素被称为维特向量. 相应的Wn(A)被称为长度为 n的维特环,其中元素被称为长度为 n的维特向

量.

例题 2.5 W (Fp) = Zp. 考虑映射

ϕ :W (Fp) −→ Zp

(a0, a1, . . . ) 7−→
∑
n≥0

pn[an],

我们想要说明这是环同构,则我们需要验证
n∑
i=0

(
pi[ai] + pi[bi]

)
=

n∑
i=0

pi[sn],

而根据泰希米勒提升的构造,这等价于
n∑
i=0

pi(ãp
n−i

i + b̃p
n−i

i − s̃p
n−i

i ) ≡ 0 mod pn, x̃ ∈ Z是 x ∈ Fp的提升,

这由 Φ的构造可以看出. 乘法的验证是类似的.

一般地,设 S = Fp[Xp−∞
α ]为完全环, Xα 是一些不定元,则W (S) =

̂Zp[Xp−∞
α ],W (S)/pW (S) = S.

同理可知W (S)中的元素均可表为

x =
∑
n≥0

pn[xp
−n

n ], xn ∈ S.

对于完全域 κ,存在形如 Fp[Xp−n

α ]的 S 和满射 h : S ↠ κ. 对于 a, b ∈ W (S),我们记 a ∼ b表示它们相

应的 xn在 h下的像相同,则 H =W (κ) =W (S)/ ∼是特征零完备离散赋值域, p为素元, κ为剩余域.

� 练习 2.2.4证明W (Fp)和 Zp作为拓扑环是同构的.

定义 2.20 (绝对分歧指数)
设完备离散赋值域 K 是混合特征 (0, p)的, v 是它的规范化离散赋值. 称 e = v(p)为其绝对分歧

指数. 若 e = 1,即 p是它的一个素元,称之为绝对非分歧.

定理 2.21
设 κ是特征 p的完全域,则W (κ)是唯一的剩余域为 κ的绝对非分歧特征零完备离散赋值域. 设
完备离散赋值域 K 是混合特征 (0, p)的, e为其绝对分歧指数. 如果 K 的剩余域 κ是完全域,则
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2.2 完备离散赋值域

存在唯一的同态 ψ :W (κ)→ K 使得

W (κ)
ψ //

""E
EE

EE
EE

E
K

����
��
��
��

κ

而且 ψ是单射,其诱导了剩余域上的同构, OK 是秩 e的自由W (κ)模.

证明 见 [6, Theorem 0.40]. 我们简要说明下 OK 是秩 e 的自由 W (κ) 模. 设 π 是 OK 的素元, 则任意
a ∈ OK 可唯一表为

a =
∑
n≥0

[αn]π
n, αn ∈ κ.

而我们知道 πe和 p只相差一个单位,因此 a可唯一表为

a =
∑
n≥0

e−1∑
j=0

[αij ]π
jpi, αij ∈ κ.

因此
{
1, π, . . . , πe−1

}
是 OK 作为W (κ)模的一组基. □

注对于 κ不是完全域的情形,我们有所谓的 Cohen环作为唯一的剩余域为 κ的绝对非分歧特征零完备

离散赋值域,且仍然有单同态 ψ,其诱导了剩余域上的同构,尽管 ψ可能不再唯一,见 [6, § 0.2.4].

§2.2.3 乘法群的结构

设 OK , π, p, κ, v为完备离散赋值域K 的赋值环、素元、极大理想、剩余域和规范化离散赋值.

定义 2.22 (高阶单位群)
称

U (n) = 1 + pn =
{
x ∈ K× | v(x− 1) ≥ n

}
, n ≥ 0

为K 的 n阶单位群. 它们形成一个递减的群序列

O×
K = U (0) ⊇ U (1) ⊇ · · · .

命题 2.23
我们有

O×
K/U

(n) ∼= (OK/pn)×, U (n)/U (n+1) ∼= OK/p,

以及

O×
K
∼= lim←−

n

O×
K/U

(n).

� 练习 2.2.5证明上述命题.

命题 2.24
如果 κ = Fq 有限,则我们有分解

K× = πZ × µq−1 × U (1).
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� 练习 2.2.6证明上述命题.

� 练习 2.2.7设K 的特征为 0. 如果其剩余域特征为 0,令 ε = 1;如果其剩余特征为 p,令 ε = |p|
1

p−1 . 则

exp(x) :=
+∞∑
n=0

xn

n!

的收敛区域为 U(0, ε),

log(x) :=
+∞∑
n=1

(−1)n−1

n
(t− 1)n

的收敛区域为 U(1, 1). 于是我们有群同构

exp : U(0, ε)
∼−→ U(1, ε),

其逆为 log.

命题 2.25
设K 是剩余域 κ = Fq 有限的完备离散赋值域,则K 是 Qp或 FpJtK的有限扩张,且
(1)K 特征为 0时,我们有连续的群同构

K× ∼= Z⊕ Z/(q − 1)Z⊕ Z/paZ⊕ Zdp,

这里 a ≥ 0, d = [K : Qp].
(2)K 特征为 p时,我们有连续的群同构

K× ∼= Z⊕ Z/(q − 1)Z⊕ ZN
p .

证明 见 [15, Proposition 2.5.7]. 我们粗略证明下K 特征 0情形,此时 Q ⊆ K, v限制在 Q上等价于 p进

赋值,因此 Qp ⊆ K. 而 Qp ⊆ FracW (κ) ⊆ K 均为有限扩张,因此K/Qp有限. 当 n充分大时,

log : U (n) → πnOK ∼= OK .

我们将会在定理 2.33 中证明 OK 是 Zp 在 K 中的整闭包, 由注记 1.2.2 知 OK 是秩 n 的自由 Zp 模.
[U (1) : U (n)]有限, 因此 U (1) 作为有限生成 Zp 模分解为有限部分和自由部分. 但有限部分只能是 K×

的单位根的 p部分,它是个循环群. □
特别地,如果K = Qp,当 p > 2时,

Q×
p = pZ × F×

p × (1 + pZp) ∼= Z⊕ Z/(p− 1)Z⊕ Zp,

Q×
p 中的平方元为 p2ka, p - a, a mod p是平方数. 当 p = 2时,

Q×
2 = 2Z × (Z/4Z)× × (1 + 4Zp) ∼= Z⊕ Z/2Z⊕ Z2,

Q×
2 中的平方元为 22ka, 2 - a, a ≡ 1 mod 8.

§2.2.4 二次曲线的有理点

本节中我们将研究二次方程

f(x, y) = ax2 + by2 − c = 0, a, b, c ∈ Q, a, b不全为零, (x, y) ∈ Q2.

记 V (f)为 f 的所有有理根全体. 我们不加区分地使用方程的根和对应曲线的点这两种说法.

令 Pn(Q)为 n维射影曲线,即 Qn 中所有过原点的直线全体. 其中的元素我们可以记为 [x0 : · · · :
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2.2 完备离散赋值域

xn], (x0, . . . , xn)为该直线上任意一非零点. 显然 [x0 : · · · : xn] = [λx0 : · · · : λxn], λ ∈ Q×. 因此

Pn(Q) = (Qn − {0})/Q×.

特别地我们可以记 P1(Q) = Q ∪ {∞}.

假设 V (f) 6= ∅,设 P0 = (x0, y0) ∈ V (f),则对于任意其它有理点 P = (x, y),设 (α, β) = (x, y) −
(x0, y0),则 [α, β] ∈ P1(Q). 反之,对于任意 [α, β] ∈ P1(Q),直线

α(y − y0) = β(x− x0),

其与 f(x, y) = 0联立后得到 x的一个二次方程

(aα2 + bβ2)x2 − 2bβ(αy0 − βx0)x+ b(βx0 − αy0)2 − cα2 = 0.

如果该二次方程首项系数非零,由于其中一个根 x0 是有理数,因此另一个根也是有理数,对应的点是有
理点. 这里注意有一个 [α, β]对应的是 P 的切线. 由此我们得到

V (f)
∼−→ P1(Q)−

{
至多两个点

}
.

� 练习 2.2.8令 f(x, y) = x2 + y2 − 1, P0 = (−1, 0),计算 V (f). 由此得到 x2 + y2 = z2的所有整数解.

考虑 f 的齐次化版本

g(x, y, z) = ax2 + by2 − cz2.

令 V (g) =
{
[x : y : z] ∈ P2(Q) | g(x, y, z) = 0

}
. 显然该定义是良好的. 则有可能排除掉的点对应于 [b :

√
−ab : 0]. 因此

V (g)
∼−→ P1(Q).

实际上,如果令 U = P2(Q)− V (z),即所有 z 6= 0的点,则 U ' Q2, V (f) = V (g) ∩ U .

� 练习 2.2.9令 g(x, y, z) = x2 + y2 − 5z2,计算 V (g).

命题 2.26
记号同前文. 则 V (f) 6= ∅当且仅当 V (g) 6= ∅.

证明 V (f) 6= ∅显然推出 V (g) 6= ∅. 反之,对于 [x : y : z] ∈ V (g),若 z 6= 0,则 (x/z, y/z) ∈ V (f); 若
z = 0,不妨设 x 6= 0,则 (y/x, z/x) ∈ V (a+ bY 2 − cZ2) 6= ∅,因此 a+ bY 2 − cZ2 = 0有无穷多有理点,
特别地,存在 Z 6= 0的有理点,即 g存在 z 6= 0的有理点. □
实际上, 上述讨论对于任意特征零的域都是成立的. 现在的问题是, 如何判断一个二次方程是否存

在有理数点? 设K 是一个数域, v是其上一个赋值,记Kv 为K 在该赋值下的完备化.

定理 2.27 (哈塞-闵可夫斯基定理)
设 K 为数域, f(x1, . . . , xn)为 K 系数次数不大于 2的多项式,则 f(x1, . . . , xn) = 0在 K 中有解

当且仅当,对于K 的每个赋值 v, f(x1, . . . , xn) = 0在Kv 中有解.

证明 见 [16, Theorem 66.4]. □

§2.2.5 有理数域上的希尔伯特符号

我们将使用 Q上的希尔伯特符号来回答2.2.4节提出的问题.
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定义 2.28 (希尔伯特符号)
设 a, b ∈ Q×. 如果方程 ax2 + by2 = 1在 Qv 上有解,则定义 (a, b)v = 1,否则 (a, b)v = −1.

由命题 2.26可知, (a, b)v = 1当且仅当 ax2 + by2 − z2 = 0在 P2(Qv)上有解.

� 练习 2.2.10 (1)证明 (a, b)v = (b, a)v, (a,−a)v = (a, 1− a)v = 1.

(2)证明 (a, b)∞ = 1当且仅当 a > 0或 b > 0.

不妨设 a, b ∈ Z. 当 v = p > 2时,回忆 Q×
p 中一个数是平方当且仅当其赋值为偶数且模 p是二次剩

余. 如果 p - ab,则 a或 b是模 p二次剩余时,显然有解. 如果
(
a
p

)
=
(
b
p

)
= −1,则

ax2 = 1− by2, (ax)2 = a(1− by2).

当 y = 0, . . . , p−1
2 时, 1− by2两两不同且均不被 p整除,因此其中至少有一个二次非剩余,于是(

a(1− by2)
p

)
= 1,

方程有解. 也就是说 (a, b) = 1.

� 练习 2.2.11如果 p - ab,则 (a, pb)p =
(
a
p

)
, (pa, pb)p = (−ab, p)p.

当 v = 2时,回忆 Q×
2 中一个数是平方当且仅当其赋值为偶数且模 8同余 1. 类似地,若 2 - ab,我们

有 (2, 2)2 = 1,

(a, b)2 =

1 a ≡ 1 mod 4或b ≡ 1 mod 4

−1 a ≡ b ≡ −1 mod 4,

(a, 2b)2 =

1 a ≡ 1 mod 8或a ≡ 1− 2b mod 8

−1 其它情形

通过我们的分析,我们发现:

命题 2.29
我们有 (a, b)v(a, c)v = (a, bc)v.

定理 2.30 (乘积公式)
设 a, b ∈ Q×,则除去有限个 v外, (a, b)v = 1,且∏

v

(a, b)v = 1.

证明 当 v = p不出现在 a和 b的分子或分母的素因子中时,我们有 (a, b)v = 1. 由于希尔伯特符号的可
乘性,我们只需要验证下列情形:

(1) a = b = −1. 此时 (−1,−1)∞ = (−1,−1)2 = −1, 其它 v 处为 1. 这也推出
∏
v(a, a)v =∏

v(a,−1)v = 1.

(2) a = −1, b = 2. 此时 a+ b− 1 = 0,因此 (−1, 2)v = 1.

(3) a = −1, b = p > 2. 此时 (−1, p)∞ = 1, (−1, p)2 = (−1)(p−1)/2 =
(
−1
p

)
= (−1, p)p. 由此可知乘

积公式对于 (−1, n)成立,因此对于 (n, n)也成立.

(4) a = 2, b = p > 2. 此时 (2, p)∞ = 1, (2, p)2 = (−1)(p2−1)/8 =
(
2
p

)
= (2, p)p.
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(5) a = p, b = q 6= p. 此时∏
v

(p, q)v = (−1)
p−1
2

· q−1
2 ·

(
p

q

)(
q

p

)
= 1,

即二次互反律. □
例题 2.6我们来看 x2+5y2 = n 6= 0. 由 (−5, n)2 = 1知 n ≡ 1 mod 4或 n ≡ 6 mod 8;由 (−5, n)5 = 1知

n = m或 5m,m ≡ ±1 mod 5;对于奇素数 q | n, q 6= 5,由 (−5, n)q = 1知 (−5
q ) = 1, q ≡ 1, 3, 7, 9 mod 20.

因此

n = p1 . . . p2kq1 . . . qmλ
2,

素数 pi ≡ 2, 3, 7 mod 20, qi ≡ 1, 5, 9 mod 20, λ为任意正整数.

� 练习 2.2.12何时 x2 + 7y2 = n 6= 0有有理点? 这等价于 x2 + 7y2 = n有整数解吗?

� 练习 2.2.13何时 x2 + 26y2 = n 6= 0有有理点?

§2.3 分歧理论

我们已经知道了 Q的所有素位. 对于数域 K 而言,它的赋值 w限制在 Q上是 Q的一个赋值 v,我
们记 w|v. 如果 v = ∞,则 w是一个阿基米德赋值,它的等价类是 K 的一个无穷素位. 如果 v = p,我们
称 w为有限素位. 不妨设 w是归一化离散赋值,则

p = {x ∈ OK | w(x) ≥ 1}

是 OK 的素理想,且 pOK ⊂ p. 因此作为理想 p | pOK . 反之,任一 OK 的素理想 p诱导了K 的赋值

w(x) = min {n | x ∈ pn} .

因此K 的有限素位和它的素理想一一对应. 我们不加区分地用 p来表示素理想或素位.

设 L/K 是数域的有限扩张,则同样的分析告诉我们 P | p当且仅当 p诱导的 K 上赋值是 P诱导

的 L上赋值的限制 (等价意义下). 因此 P | p既可以表示理想的整除也可以表示素位的延拓. 本节中我
们将研究完备域扩张下的素位变化行为.

§2.3.1 赋值的延拓

定理 2.31 (奥斯特洛斯基定理)
完备阿基米德赋值域只有 R和 C.

证明 由于 Q ⊆ K,因此不妨设 R ⊆ K 且 | · |延拓 | · |R. 对任意 ξ ∈ K,定义

f : C −→ R

z 7−→ |ξ2 − (z + z̄)ξ + zz̄|.

由阿基米德性质知 z → ∞ 时, f(z) → ∞. 因此 f 的下确界 m ≥ 0 是可达的. 如果 m > 0, S =

{z ∈ C | f(z) = m}为有界闭子集,因此存在 z0 ∈ S 使得 |z0| ≥ |z|, ∀z ∈ S. 设

g(x) = x2 − (z0 + z̄0)x+ z0z̄0 + ε, 0 < ε < m

的根为 z1, z̄1,则 z1z̄1 = z0z̄0 + ε, |z1| > |z0|.
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考虑多项式

G(x) = [g(x)− ε]n − (−ε)n ∈ R[x].

设它的根为 α1 = z1, α2, . . . , α2n ∈ C,则

G(x)2 =

2n∏
i=1

(x2 − (αi + ᾱi)x+ αiᾱi),

|G(ξ)|2 =
2n∏
i=1

f(αi) ≥ m2n · f(z1)
m

.

另一方面,
|G(ξ)| ≤ f(z0)n + εn = mn + εn,

因此 f(z1)/m ≤
(
1 + ( εm)n

)2. 令 n→∞, f(z1) ≤ m,这与 |z1| > |z0|矛盾. 因此m = 0, K 中元素均为
R上二次多项式的根. □

命题 2.32

设K 是完备非阿赋值域. 如果 f(x) =
n∑
i=0

aix
i ∈ K[x]不可约, a0an 6= 0,则

|f | = max {|a0|, |an|} .

特别地,如果 an = 1, a0 ∈ OK ,则 f ∈ OK [x].

证明 不妨设 f ∈ OK [x], |f | = 1. 设 r = min {r : |ar| = 1},则

f(x) ≡ xr(ar + ar+1x+ · · ·+ anx
n−r) mod π.

如果 |a0|, |an| < 1,则 0 < r < n,由亨泽尔引理 2.15, f 可约,矛盾! □

由此,我们有如下定理

定理 2.33
完备非阿赋值域K 上赋值 | · |可以唯一延拓至K 的有限次扩张 L,

|α| = |NL/K(α)|1/[L:K],

且 L在该赋值下完备.

证明 如果是阿基米德赋值,则由定理 2.31知 K = R,C. 假设 K 是非阿赋值域, OL 是 OK 在 L中的整

闭包. 对于 α ∈ L,如果NL/K(α) ∈ OK ,则由命题 2.32知其极小多项式属于 OK [x],因此

OL =
{
x ∈ L | NL/K(x) ∈ OK

}
.

我们需要证明强三角不等式 |x + y| ≤ max {|x|, |y|}, 换言之, 如果 |x| ≤ 1, 则 |x + 1| ≤ 1, 即
x ∈ OL =⇒ x+ 1 ∈ OL. 最后,显然 OL是延拓后的赋值的赋值环.

唯一性由赋范线性空间上范数的唯一性可得. 容易知道 L 作为 K 上线性空间在最大模下是完备

的,因此它是完备赋值域. □

完备非阿赋值域上的多项式的在其分裂域上的根的赋值可以由所谓的牛顿折线确定. 设 f(x) =∑n
i=0 aix

i ∈ K[x],点集 {(
i, v(ai)

)
| 0 ≤ i ≤ n

}
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的下凸包络被称为 f 的牛顿折线. 换言之,它是定义在区间 [0, n]上的分段线性函数,折点为上述点集中
的点,斜率递增,且上述点集中没有点落在它图像的下方.

命题 2.34
设 a0an 6= 0. 多项式 f 在它的分裂域上的根的赋值的相反数和它的牛顿折线在每个 [i, i+1]上的

斜率一一对应.

证明 不妨设 an = 1, w为 f 分裂域上延拓 v的赋值. 设 f 的根中

w(α1), . . . , w(αs1) = m1,

w(αs1+1), . . . , w(αs2) = m2,

...

w(αst−1+1), . . . , w(αst) = mt,

其中m1 < m2 < · · · < mt, st = n. 于是

v(an−1) ≥ min {w(αi)} = m1,

v(an−2) ≥ min {w(αiαj)} = 2m1,

...

v(an−s1) = min
{
w(αi1 · · ·αis1 )

}
= s1m1.

同样,

v(an−s1−1) ≥ min
{
w(αi1 · · ·αis1+1)

}
= s1m1 +m2,

v(an−s1−2) ≥ min
{
w(αi1 · · ·αis1+2)

}
= s1m1 + 2m2,

...

v(an−s2) = min
{
w(αi1 · · ·αis2 )

}
= s1m1 + (s2 − s1)m2.

依次下去可知 f 的牛顿折线为

(n, 0), (n− s1, s1m1), (n− s2, s1m1 + (s2 − s1)m2), . . .

的连线,从而命题得证. □
� 练习 2.3.1如果首一多项式 f(T ) =

∑n
i=0 aix

n−i ∈ Z[T ]满足 gcd
(
vp(an), p

)
= 1以及 v(ai) ≥ iv(an)/n,

则称之为关于 p的广义艾森斯坦多项式. 这样的多项式一定是不可约的.

§2.3.2 p进代数闭完备域

我们来了解下 p进世界的复数域. 由于 Qp 上的赋值可以唯一延拓至其任一有限代数扩张上,因此
可以延拓至 Qp上. 令

|γ|p := |NQp(γ)/Qp
(γ)|1/[Qp(γ):Qp]

p ,

则它是 Qp 上赋值在 Qp 上的延拓. 我们知道 Q∞ = R,Q∞ = C是完备的,然而 Qp 却不是完备的. 记
Qp的完备化记为 Cp.

� 练习 2.3.2证明 Q在 Qp中稠密且 Qp不是完备的.
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定理 2.35
Cp是代数闭域.

引理 2.36 (克拉斯纳引理)
设 F 为完备非阿赋值域, E ⊆ F 是一个闭子域. 假设 α, β ∈ F 满足对 α的任意共轭元 α′ 6= α,有
|β − α| < |α′ − α|,且 α在 E 上可分,则 α ∈ E(β).

证明 令 E′ = E(β), γ = β−α. 则 E′(γ) = E′(α). 由于 γ′ = β−α′为 γ在 E′上的共轭, |γ′| = |γ|. 因此

|β − α| = |γ| ≥ |γ′ − γ| = |α′ − α|,

这迫使 α′ = α, γ′ = γ ∈ E′,因此 α ∈ E′. □

定理 2.35的证明 设

f(x) = xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a0 =

n∏
i=1

(x− αi) ∈ Cp[x].

不妨设 f(x) ∈ OCp [x]. 令 C ′ = Cp(α1, . . . , αn)为 f 的分裂域, r = maxi 6=j {v(αi − αj)}. 由 Cp 的完备
性,存在 bi ∈ Q使得 v(ai − bi) > nr. 令

g = xn + bn−1x
n−1 + · · ·+ b0 ∈ Q[x].

设 β ∈ Q为 g的一个根. 令 α ∈ C ′为 f 的根当中 v(β − α)最大的一个根,即 v(β − α) ≥ v(β − αi). 由
n∑
i=1

v(β − αi) = v
(
f(β)

)
= v
(
f(β)− g(β)

)
> nr

知 v(β − α) > r. 由克拉斯纳引理, α ∈ Cp(β) = Cp. □

定义 2.37 (球完备)
如果一个完备度量空间中下降的闭球套交均非空,则称其为球完备的.

� 练习 2.3.3例如 C和 Qp均是球完备的.

命题 2.38
Cp不是球完备的.

证明 令 {rn}为严格递减的有理数序列，其极限为 r = lim rn > 0. 球 B(0, r0)中存在两个不交的半径

为 r1 的球,记为 B0 和 B1. 同样,球 Bi 中存在两个不交的半径为 r2 的球,记为 Bi0 和 Bi1. 依次下去我
们对于每一个序列 (i0, i1, . . . ) ∈ {0, 1}N,都对应一个闭球套序列

Bi0 ⊃ Bi0i1 ⊃ · · ·

它们的交两两不同. 如果它们的交非空,则易知交为半径为 r 的闭球. 但 B(0, r0)中一个可数稠密子集

均与每一个这样的交相交,因此这样交出来的非空集合只有至多可数个不同的闭球. 而这样的序列数量
是不可数的,因此至少有一个闭球套交为空集. □

� 练习 2.3.4如果完备度量空间中闭球套的半径趋于 0,则闭球套的交非空.

对于 p进分析感兴趣的可以阅读 [3, 17].
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§2.3.3 非分歧扩张

设 OK , p, π, v, κ为完备离散赋值域 K 的赋值环、极大理想、素元、规范化离散赋值、剩余域. 设
L为K 的 n次可分扩张,则 v可以唯一延拓为 L上赋值 w,

w(α) =
1

n
v
(
NL/K(α)

)
.

设 OL,P,Π, κL为 L的赋值环、极大理想、素元、剩余域. 称

e = e(L/K) = [w(L×) : v(K×)] = w(Π)

为 L/K 的分歧指数,显然 pOL = Pe. 剩余域的扩张次数

f = f(L/K) = [κL : κ]

被称为惯性指数.

命题 2.39
我们有 ef = [L : K].

证明 由于主理想整环上的有限生成无挠模均为自由模,因此 OL是秩 n自由 OK 模,

n = dimOK/p(OL/p) = dimOK/p(OL/Π
eOL)

=
e−1∑
i=0

dimOK/p(Π
iOL/Πi+1OL) =

e−1∑
i=0

f = ef.

命题得证. □
如果 e = 1, f = [L : K],且 κL/κ可分,称 L/K 非分歧(惯性). 如果 e = [L : K], f = 1,称 L/K 完

全分歧. 显然非分歧扩张的子扩张非分歧.

命题 2.40
设 L,K ′ ⊆ K 为K 的有限扩张. 如果 L/K 非分歧,则 LK ′/K ′非分歧.

证明 设 p′,P′ 是 K ′, L′ = LK ′ 的极大理想. 由于 κL/κ 可分, 存在 α ∈ κL 使得 κL = κ(α). 设
f(x) ∈ κ[x]为 α的极小多项式,设 f(x) ∈ OK [x]为 f 的首一提升,则由亨泽尔引理,存在 f 的一个根

α ∈ OL提升 α. 显然 f 是 α的极小多项式. 于是

fL/K = deg f = deg f = [K(α) : K] ≤ [L : K] = fL/K ,

因此 L = K(α).

现在 L′ = K ′(α). 设 α在 K ′ 上的极小多项式为 g(x) ∈ OK′ [x], g = g mod p′ ∈ κK′ [x]. 由于 g | f ,
因此 g可分. 由亨泽尔引理, g不可约. 因此

fL′/K′ ≤ [L′ : K ′] = deg g = deg g = [κK′(α) : κK′ ] ≤ fL′/K′ ,

这意味着 fL′/K′ = [L′ : K ′], L′/K ′非分歧. □

推论 2.41
非分歧扩张的复合仍然是非分歧的.

由此,如果一个无限扩张的任一子扩张均非分歧,我们称该扩张是非分歧的.

49



第二章 赋值与分歧理论

定义 2.42 (极大非分歧扩张)
设 L/K 为代数扩张,则所有 L中K 的非分歧子扩张的复合构成K 在 L中极大非分歧扩张 T .

命题 2.43
T 的剩余域是 κ在 κL中的可分闭包 κs.

证明 设 λ是 T 的剩余域, α ∈ κL 在 κ中可分. 由命题 2.40的证明中可以看出, [K(α) : K] = fK(α)/K ,
K(α)/K 非分歧. 因此K(α) ⊆ T , α ∈ λ. □

命题 2.44
如果 L/K 是混合特征完备离散赋值域的有限扩张,且 κL 是完全域,则 KW (κL)是 K 在 L中极

大非分歧扩张.

证明 由于 κL 是完全域, κL/Fp 可分,于是 Frac W (κL) ⊆ L是剩余域为 κL 的 Qp 的非分歧扩张,因此
KW (κL)是K 的非分歧扩张. 又因为KW (κL)的剩余域和 L相同,因此命题成立. □

� 练习 2.3.5设 K 是完备离散赋值域,剩余域为 κ. 设 Kur 是 K 在 K 中的极大非分歧扩张, κs 是 κ的可

分闭包. 证明Kur/K 的所有子扩张和 κs/κ的所有子扩张一一对应.

§2.3.4 温分歧扩张

设K 是完备离散赋值域, L为K 的有限可分扩张. 我们假设 p = charκ > 0.

定义 2.45 (温分歧)
如果 L/K 的分歧指数和 p互素,且 κL/κ可分,称 L/K 温分歧. 特别地,非分歧扩张是温分歧的.

命题 2.46
设 L,L′ ⊆ K 为K 的有限扩张. 如果 L/K 温分歧,则 LK ′/K ′温分歧.

该命题可以直接由如下引理得到.

引理 2.47
L/K 温分歧当且仅当 L/T 形如

L = T (
m1
√
a1, . . . ,

mr√ar), p - mi.

证明 不妨设K = T, n = [L : K]. 设ω1, . . . , ωr是w(L×)/v(K×)的一组代表元,mi是ωi在w(L×)/v(K×)

的阶. 由于 w(L×) = 1
nv
(
NL/K(L×)

)
⊆ 1

nv(K
×),因此mi | n. 设 γi ∈ L×, w(γi) = ωi,则存在 ci ∈ K×

使得 w(αmi
i ) = v(ci),因此 γmi

i = ciεi, εi ∈ O×
L . 由于 κ = κL,存在 bi ∈ O×

K 使得 εi = biui, ui = 1 ∈ κL.
由亨泽尔引理, xm − ui = 0 在 L 中有解 βi. 令 αi = γiβ

−1
i , 则 w(αi) = ωi, αmi = bici ∈ K, 因此

K( m1
√
a1, . . . ,

mr√ar) ⊆ L. 而二者的剩余域和赋值的像相同,因此二者相同. □

推论 2.48
温分歧扩张的复合仍然是温分歧的.

由此,如果一个无限扩张的任一子扩张均温分歧,我们称该扩张是温分歧的.
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定义 2.49 (极大温分歧扩张)
设 L/K 为代数扩张,则所有 L中K 的温分歧子扩张的复合构成K 在 L中极大温分歧扩张 V .

令 w(L×)(p)为 w(L×)中在 w(L×)/v(K×)中的像阶与 p互素的元素构成.

命题 2.50
V 的剩余域是 κ在 κL中的可分闭包 κs且 w(V ×) = w(L×)(p).

证明 不妨设 L/K 有限,且 T = K. 此时, p - e(V/K) = #w(V ×)/v(K×),因此 w(V ×) ⊆ w(L×)(p). 反
之,对任意 ω ∈ w(L×)(p),存在 α ∈ L, a = αm ∈ K, (m, p) = 1使得 w(α) = ω,因此 α ∈ V , ω ∈ w(V ×).
□
我们总结一下 L/K 中子扩张的剩余域和赋值群的变化

K ⊆ T ⊆ V ⊆ L

κ ⊆ κs = κs ⊆ κL

v(K×) = w(T×) ⊆ w(L×)(p) ⊆ w(L×).

设 e(L/K) = e′pa, p - e′,则 e′ = e(V/K). 如果 L 6= V ,称 L/K 野分歧.
� 练习 2.3.6设 L/K 是一个完全分歧且是温分歧的扩张, w|v是 L和K 的赋值. 证明 L/K 的所有子扩张

和 w(L×)/v(K×)的所有子群一一对应.

§2.4 整体域上的分歧理论

§2.4.1 赋值的分歧

回忆数域 K 上的任何一个嵌入 τ : K ↪→ C诱导了 K 上的一个赋值,其中 τ 和 τ ′ 诱导了相同的赋

值当且仅当 τ ′ = τ ◦ σ, σ ∈ G(C/R). 这样的赋值等价类我们称之为无穷素位.
我们考虑一般的有限可分域扩张 L/K, v是K 的一个赋值. v可以唯一地延拓到Kv 上,记为 v. 任

一嵌入

τ ∈ HomK(L,Kv)

均诱导了L的赋值w = v◦τ ,它可以唯一连续地延拓至Lw上. 对于任意 σ ∈ G(Kv/Kv), σ◦τ : L ↪→ Kv

也是一个嵌入,我们称 τ 和 σ ◦ τ 是共轭的. 我们可以看出,这里的 Kv 相当于无穷素位中 C的地位. 我
们有如下命题来判断何时不同的嵌入对应同一素位.

命题 2.51
设 L/K 为有限可分域扩张, v是K 的一个赋值.
(1)任一 v在 L上的延拓均来自 w = v ◦ τ, τ : L ↪→ Kv.
(2) v ◦ τ 和 v ◦ τ ′等价当且仅当 τ, τ ′共轭.

证明 (1)设 w是 v在 L上的延拓, Lw 为相应的完备化, w在 Lw 上的延拓仍记为 w. 则 w是 v从Kv 到

Lw 的唯一延拓. 任取一个嵌入 τ : Lw ↪→ Kv,则 v ◦ τ = w. τ 在 L上的限制诱导了 L上的 v ◦ τ = w.
(2)设 τ和 σ◦τ是两个共轭嵌入L ↪→ Kv. 由于 v在Kv上的延拓唯一,因此 v = v◦σ, v◦τ = v◦σ◦τ .

反之,若 v ◦ τ = v ◦ τ ′. 设 σ : τL
∼−→ τ ′L为保持 K 不动的同构,即 σ = τ ′ ◦ τ−1. 则 σ可以延拓为保持
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Kv 不动的同构

σ : τL ·Kv → τ ′L ·Kv.

实际上,由于 τL在 τL ·Kv 中稠密,任意 x ∈ τL ·Kv 可表为

x = lim
n→∞

τxn, xn ∈ L.

由于 v ◦ τ = v ◦ τ ′,因此 τ ′xn = στxn收敛至 σx ∈ τ ′L ·K. 因此我们得到了 σ的延拓. 我们将 σ延拓为

Kv 上的自同构 σ̃,则 τ ′ = σ̃ ◦ τ ,因此 τ, τ ′共轭. □

设 L = K(θ), f(x) ∈ K[x]为 θ的极小多项式. 设 f(x)在Kv[x]上分解为

f(x) = f1(x)
m1 · · · fr(x)mr .

由于 L/K 可分, mi = 1. 对于每一个嵌入 τ : L ↪→ Kv, τ(θ)是 f(x)在 Kv 中的一个根. 如果两个嵌入
τ, τ ′共轭,则 τ(θ), τ ′(θ) ∈ Kv 在Kv 之上共轭,即它们是同一个不可约多项式 fi(x)的根. 因此

命题 2.52
K 的有限可分扩张 L = K(θ)在 v之上的赋值一一对应于 θ的极小多项式 f(x)在 Kv[x]中分解

出的不可约因子.

对每一个 fi,设 θi ∈ Kv 为其一个根,令

τi : L→ Kv, θ 7→ θi

为其对应的嵌入. 则 wi = v ◦ τi为其对应的赋值, τi可以延拓为 Lwi

∼−→ Kv(θi).

我们记 w|v表示 L的赋值 w是 K 的赋值 v的一个延拓. 每一个 L ↪→ Lw 诱导了 L⊗K Kv → Lw,
因此有

ϕ : L⊗K Kv →
∏
w|v

Lw.

命题 2.53
如果 L/K 有限可分,则 L⊗K Kv

∼−→
∏
w|v

Lw.

证明 对每一个 w,固定 Lw ↪→ Kv. 记 fw, αw 为其对应的 f 在Kv[X]中的因式和 θ在 L ↪→ Lw 下的像.
我们有交换图

Kv[X]/(f) //

X 7→θ⊗1 '

��

∏
w|v

Kv[X]/(fw)

' X 7→θw

��
L⊗K Kv

//
∏
w|v

Lw,

其中第一行由中国剩余定理给出. □

由此可得如下推论:
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推论 2.54
如果 L/K 有限可分,则

[L : K] =
∑
w|v

[Lw : Kv]

且

NL/K(α) =
∏
w|v

NLw/Kv
(α), TrL/K(α) =

∏
w|v

TrLw/Kv
(α).

命题 2.55
如果 v非阿, ew, fw 为 Lw/Kv 的分歧指数和惯性指数,则

[L : K] =
∑
w|v

ewfw.

考虑数域K,回忆Na = [OK : a]. 对于有限素位 p, Np = #κ(p) = pfp . 定义

|a|p = Np−vp(a),

其中 vp是Kp的归一化赋值. 对于无穷素位 τ : K ↪→ C,

|a|R = |τa|, |a|C = |τa|2.

命题 2.56 (乘积公式)
对于任意 a ∈ K×,对几乎所有素位 v, |a|v = 1,且∏

v

|a|v = 1.

证明 由推论 2.54可知
NK/Q(a) =

∏
w|v

NKw/Qv
(a).

而 |a|w = |NKw/Qv
(a)|v,因此该命题可以约化到 Q的情形,而这是显然的. □

我们来看数域情形. 设 L/K 是数域的 n次有限扩张. 对于 K 的有限素位 v = p,如果 w = P | v,
则 p ⊂ P, P = Pi,其中

pOL = Pe1
1 · · ·P

er
r ,

其中 ei = e(Pi/p) = e(LPi/Kp).

设 L = K(θ), θ ∈ OL, f(x) ∈ OK [x]为 θ的极小多项式. 考虑分解

f(x) = p1(x)
e1 · · · pr(x)er ∈ OK/p[x].

注意这里 pi(x)
ei ≡ fi(x) mod p. 设 O := OK [θ] ⊂ OL,我们假设 p与

F = {α ∈ OL | αOL ⊂ O[θ]}

互素. 设 pi是 pi的首一提升,则我们有

Pi = pOL + pi(θ)OL,

pOL = Pe1
1 · · ·P

er
r .
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证明 设 O = OK [θ], κ = OK/p,则

R := OL/pOL ' O/pO ∼= κ[x]/
(
f(x)

)
.

实际上,由于 pOL + F = OL,而 F ⊆ O,因此 O/pO → OL/pOL 是满射. 它的核为 pOL ∩ O = (pOL +

F)(pOL ∩ O) ⊆ pO ⊆ pOL ∩ O,因此它是单射. 第二个同构是显然的,因为两边都是 OK [θ]/
(
p, f(x)

)
.

由中国剩余定理可知

κ[x]/
(
f(x)

) ∼= r⊕
i=1

κ[x]/(pi(x)
e).

因此 R的非零素理想为 pi生成的主理想,且 [R/pi : κ] = deg pi. 我们有

(0) = (f) =

r⋂
i=1

(pi)
ei .

我们将它们通过映射 OL → OL/pOL = R提升为

pOL ⊇
r⋂
i=1

Pei
i ,

其中 Pi = pi(θ)OL + pOL 是所有整除 pOL 的素理想. 由于
∑
eifi = n, 因此两边的大小相等, 故

pOL =
∏r
i=1P

ei
i . □

如果 r = e1 = 1,称 p惯性. 如果所有的 ei = fi = 1,即 pOL = P1 · · ·Pn,我们称 p在 L中完全分

裂. 如果 ei = 1,我们称 Pi 在 K 上非分歧,注意此时剩余域扩张可分自动满足;否则称之为分歧. 如果
r = f1 = 1, e1 = n,称 Pi完全分歧.

命题 2.57
设 L/K 是数域的有限扩张,则只有有限多个K 的素理想在 L中分歧.

证明 设 L = K(θ), θ ∈ OL, d = disc(1, θ, . . . , θn−1) ∈ OK . 则对于与 dF 互素的素理想 p, f(x) ∈
OK/p[x]的判别式非零,因此它没有重根, ei = 1,从而 p非分歧. □

注实际上 L/K 中素理想分歧当且仅当 p整除 L/K 的判别式.

� 练习 2.4.1 (1)对于任意数域K 的有限个素理想 p1, . . . , pr,存在 n次扩张 L/K 使得 p1, . . . , pr 惯性.

(2)构造 Q的无限代数扩张 L使得对于每个 p之上的素理想 p,存在数域K ⊂ L使得 p在 L/K 惯

性.

(3) L的整数环 OL是一个戴德金环.

例题 2.7 设 K = Q(
√
d) 为二次域, d 6= 0, 1 无平方因子. 当 d ≡ 2, 3 mod 4 时, OK = Q[θ], θ =

√
d

的极小多项式为 x2 − d. 如果素数 p | 2d, 则 r = 1, e = 2, pOK = (
√
d, p)2 或 2OK = (

√
d + 1, 2)2

(2 - d 时) 完全分歧. 如果素数 p - 2d, 当
(
d
p

)
= 1 时, x2 − d 在 Fp 上有两个不同的根 ±a, 于是

pOK = (
√
d+ a, p)(

√
d− a, p)完全分裂;当

(
d
p

)
= −1时, p惯性.

� 练习 2.4.2考虑 d ≡ 1 mod 4时, Q(
√
d)/Q中素理想分解情况.

§2.4.2 伽罗瓦扩张中的分歧

设 L/K 是有限伽罗瓦扩张, G = G(L/K)为它的伽罗瓦群.
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命题 2.58
G在所有的 w | v上作用是传递的.

证明 设 w,w′是 v的两个延拓. 如果 w和 w′不共轭,则

{w ◦ σ | σ ∈ G} ,
{
w′ ◦ σ | σ ∈ G

}
不交. 由逼近定理 2.7,存在 x ∈ L使得

|σx|w < 1, |σx|w′ > 1, ∀σ ∈ G.

于是NL/K(x)满足 |α|v =
∏
σ |σx|w < 1. 同理 |α|v > 1,矛盾! 因此 w,w′共轭. □

特别地,如果 v = p非阿,则 e = ePi/p均相等, f = fPi/p均相等.

定义 2.59 (分解群,惯性群和分歧群)
定义 w的分解群为

Gw(L/K) = {σ ∈ G | w ◦ σ = w} .

如果 w = P是非阿赋值,设 B 为 P的赋值环. 定义其惯性群为

Iw(L/K) = {σ ∈ Gw | σx ≡ x mod P, ∀x ∈ B} ,

分歧群为

Rw(L/K) =
{
σ ∈ Gw |

σx

x
≡ 1 mod P, ∀x ∈ L×

}
.

称它们的固定子域分别为分解域 Zw,惯性域 Tw,分歧域 Vw.

显然

G ⊇ Gw ⊇ Iw ⊇ Rw ⊇ {1} , K ⊆ Zw ⊆ Tw ⊆ Vw ⊆ L.

我们将说明, Zw 是 w 完全分裂的最大的子域, Tw, Vw 分别是 L/Zw 的极大非分歧扩张和极大温分歧扩

张.

这些群和它们所对应的的完备域扩张的相应群是一致的.

命题 2.60

Gw(L/K) ∼= G(Lw/Kv),

Iw(L/K) ∼= I(Lw/Kv),

Rw(L/K) ∼= R(Lw/Kv).

证明 分解群 Gw 由那些在 w 下连续的自同构构成. 根据赋值诱导的拓扑的定义, σ ∈ Gw 显然是连续
的. 反之,若 σ ∈ G连续,则对于 |x|w < 1, xn → 0,因此 σxn → 0, |σx|w = |x|w◦σ < 1. 因此 w和 w ◦ σ
等价.

由于 L在 Lw 中稠密,任意 σ ∈ Gw(L/K)可以唯一地延拓为 Lw 的连续的Kv 自同构 σ̃. 容易知道
当 σ ∈ Iw, Rw 时 σ̃ ∈ Iw(Lw/Kv), Rw(Lw/Kv). □
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设Wv 为 v之上的所有素位,则

Gw\G
∼−→Wv

Gwσ 7−→ wσ.

一般情形下,设 N 为 L/K 的伽罗瓦闭包,

G = G(N/K), H = G(N/L), Gw = Gw(N/K),

则

Gw\G/H
∼−→Wv

GwσH 7−→ w ◦ σ|L.

命题 2.61
(1) wZ := w|Zw 可以唯一地延拓到 L上.
(2) Zw = L ∩Kv ⊆ Lw.
(3)如果 v有限,则 wZ 和 v剩余域相同.

证明 (1)如果 w′是 wZ 在 L上的延拓,则 w′ = w ◦ σ, σ ∈ G(L/Zw) = Gw,因此 w′ = w.

(2)由于 Gw(L/K) = G(Lw/Kv),因此 Zw = L ∩Kv ⊂ Lw.

(3)由于K,Zw 的剩余域和Kv 相同,因此 wZ 和 v剩余域相同. □
现在我们来考虑惯性群. 设 w = P非阿. 由于 G(L/Zw) ∼= G(Lw/Kv),因此我们在考虑 L/Zw 子扩

张时,可以将其放在 Lw/Kv 中看. 设 B, κP 为 L的赋值环和剩余域. 对于 σ ∈ Iw,由于 σP = P, σB =

B,因此它诱导了 v = p剩余域 κ上的自同构

σ̄ : B/P −→ B/P

x mod P 7−→ σx mod P.

因此我们有群同态 Gw → Autκ(κP).

命题 2.62
κP/κ是正规扩张且我们有正合列

1→ Iw → Gw → G(κP/κ)→ 1.

因此 G(Tw/Zw) ∼= G(κP/κ),且 Tw 是 L/Zw 的极大非分歧扩张.

证明 设 v = p, w = P, PZ := P ∩ ZP. 由于 PZ 之上的素理想为 σP = P, σ ∈ G(L/ZP) = DP,因此
PZ 之上的素理想只有 P. 由于 G在 w|v 上传递,因此 n = efr, r 为 w|v 个数, e, f 为任意一个的分歧
指数和惯性指数. 而 r = (G : DP),因此 ef = [L : ZP]. 我们不妨设K = Zw,设 θ ∈ B 是 θ ∈ κ的提升,
它们的极小多项式为 f(x), g(x). 显然 g | f . 由于 L/K 是正规扩张,因此 f 在 L上分解为一次多项式乘

积,从而 f, g也是如此,故 κP/κ正规.

设 θ 是 κP/κ的极大可分子扩张的生成元, σ ∈ G(κP/κ) = G(κ(θ)/κ). 因此 σθ 是 g 的根,从而是
f 的根. 因此存在 f 的根 θ′使得 θ′ ≡ σθ mod P, θ′是 θ的共轭元,即 θ′ = σθ, σ ∈ G(L/K)是 σ的一个

原像,因此该映射是满射. 它的核为 Iw.

最后,设 T 为 L/Zw 极大非分歧扩张. 我们对 T/Zw 应用上述结论,则 G(T/Zw) ↠ G(κL/κK)是满

射. 由于非分歧扩张分歧指数为 1,因此这是一个同构,从而 T = Tw. □
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如果 P非分歧,则 Iw = 1, Gw ∼= G(κP/κ) = 〈ϕ〉,其中 ϕ(x) = x#κ. 从而存在一个元素(
L/K

P

)
∈ Gal(L/K)

使得
(
L/K
P

)
(x) ≡ x#κ mod P. 对于 σ ∈ Gal(L/K),我们有(

L/K

σP

)
= σ

(
L/K

P

)
σ−1.

记
(
L/K
p

)
为
(
L/K
P

)
所在的共轭类.

定理 2.63 (切博塔廖夫密度定理)

设 c ⊂ G是一个共轭类,则
(
L/K
p

)
= c的全体 p在所有素理想中的密度为 #c/#G. 这里的密度

是指狄利克雷密度

ρ(S) = lim
s→1+

∑
p∈S Np−s∑
p∈P Np−s

,

其中 P 为所有素理想集合.

现在我们来考虑分歧群. 设 χ(L/K) = Hom(w(L×)/v(K×), κ×L ),定义

Iw −→ χ(L/K)

σ 7−→ (w(x) 7→ σx

x
mod P),

该映射的核为分歧群 Rw.

� 练习 2.4.3验证该映射良定义且是群同态.

命题 2.64
Rw 是 Iw 的唯一的希洛夫 p子群且我们有正合列

1→ Rw → Iw → χ(L/K)→ 1.

因此 Vw 是 L/Zw 的极大温分歧扩张.

证明 我们不妨设 L/K 是完备域的扩张. 如果 Rw 不是 p群,则存在 σ ∈ Rw 阶为素数 ` 6= p. 设 K ′ 是

σ 的固定子域, κ′ 为其剩余域. 由于 Rw ⊂ Iw, K ′ ⊇ T ,因此 κ在 κL 中的可分闭包包含在 κ′ 中, κL/κ′

纯不可分, 从而 κL/κ
′ 扩张次数是 p 的幂次. 设 σ 是 σ ∈ κL 的提升, f ∈ K ′[x], g ∈ κ′[x] 为它们的

极小多项式, 则 f = gm 的次数为 1 或 `. 这迫使 κ′ = κL. 而 L/K ′ 是温分歧扩张, 存在 a ∈ K ′ 使得

L = K ′(α), α = ℓ
√
a). 于是σα = ζα,其中 ζ ∈ L是 `次本原单位根. 由于σ ∈ Rw, ζ = σα/α ≡ 1 mod P,

这意味着 ζ = 1,矛盾! 因此 Rw 是 p群.

由于 κL特征 p, κ×L 中元素的阶与 p互素,从而 χ(L/K)也是如此. 因此 Rw 是 Iw 的希洛夫 p子群,
Vw 为 L/T 的所有与 p互素次扩张的并,因此 Vw 包含 L/Zw 的极大温分歧扩张 V . 由于 Vw/V 扩张次

数与 p互素, Vw/V 的剩余域扩张可分,从而 Vw/V 是温分歧扩张, Vw = V .

最后我们来证明满. 由于 Tw/K 是 Vw/K 的极大非分歧扩张, Vw/Tw 惯性指数为 1,因此

[Vw : Tw] =
(
w(V ×

w ) : w(T×
W )
)
=
(
w(V ×

w ) : v(K×)
)
.

由于w(V ×
w ) = w(L×)(p),因此上式等于商群w(L×)/v(K×)中与 p互素的部分大小. 若w(L×)(p)/v(K×)
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包含m阶元,则我们知道 κ×L 包含m阶元,因此

#χ(L/K) = #Hom(w(L×)(p)/v(K×), κ×L ) = #w(L×)(p)/v(K×).

□
例题 2.8设 L/K 是数域的伽罗瓦扩张, w =∞′ | v =∞分别为它们的无穷素位. 如果∞,∞′ 同为实素

位或复素位,则 L∞′ = K∞, Gw(L/K) = 1,因此∞在 L中完全分裂为 n个无穷素位.

如果∞是实素位而∞′ 为复素位,则 Gw(L/K) = G(C/R),因此存在 L的一个二阶子域 L′,使得
∞在 L′/K 完全分裂,而∞′|L′ 在 L′/L′ 中惯性. 特别地,如果 K = Q,则 L′ 是 L的极大实子域, L′/L

是二次扩张.

例题 2.9 设 K = Q(i,
√
p). 当 q ≡ 1 mod 4 时, q 在 Q(i) 中分裂为 q1q2, 它们的剩余域均为 Fq. 如果

q 6= p, 则 q 在 Q(
√
p) 中非分歧, 从而在 K 上非分歧. 若

(
p
q

)
= 1, 则 √p 的极小多项式在 Fp[x] 中分

解为两个不同的多项式的乘积,因此 q 在 K 上完全分裂, Gw = 1. 若不然,则 q 在 Q(
√
p)中惯性,从而

q1, q2 在 K 中惯性, Gw = G
(
K/Q(i)

)
, Iw = 1. 如果 q = p,则 q在 Q(

√
p)中分歧,从而在 K 中分歧,因

此 Gw = Iw = G
(
K/Q(i)

)
, Rw = 1.

� 练习 2.4.4 q ≡ −1 mod 4或 q = 2时, q之上的素位的分解群、惯性群、分歧群分别是什么?

§2.4.3 高阶分歧群

为了研究伽罗瓦扩张的子扩张和其本身的分歧群之间的联系,我们将考虑更多的分歧群. 我们假设
K = Zw,即 L/K 中 v 之上的素位只有 w. 设 A,B 分别为 K,L在 v, w的赋值环. 我们假设 L/K 的剩

余域扩张 κw/κ可分.

引理 2.65
存在 a ∈ B 使得 B = A[a].

证明 由于 κw/κ 可分, 存在 a 使得 κL = κ[ā]. 设 f(x) ∈ A[x] 是 a 的极小多项式 f 的一个首一提

升, 则存在 a的一个提升 a ∈ B 使得 f(a)是一个素元. 实际上, 设 a为任一提升, vL
(
f(a)

)
≥ 1. 如果

vL
(
f(a)

)
≥ 2,则 vL

(
f(a+Π)

)
= 1. 这是因为

f(a+Π) = f(a) + f ′(a)Π +O(Π2),

而 f
′
(a) 6= 0, f ′(a) ∈ B×. 所以 aif(a)j , 0 ≤ i ≤ f − 1, 0 ≤ j ≤ e− 1形成 B/p的一组 κ基. 设M 为它

们生成的子 A模, N 为 ai生成的子 A模,则M = N +Nf(a) + · · ·Nf(a)e−1,

B = N + f(a)B = · · · =M + f(a)eB =M + pB,

由中山引理, B =M ,即 B = A[a]. □

定义 2.66 (高阶分歧群)
设 L/K 是有限伽罗瓦扩张, v是K 上规范化离散赋值, w为 v之上 L的一个规范化离散赋值. 对
于任意实数 s ≥ −1,定义 s阶分歧群为

Gs = Gs(L/K) = {σ ∈ G | vL(σa− a) ≥ s+ 1, ∀a ∈ B)} .

容易知道 G−1 = G,G0 = Iw 为惯性群, G1 = Rw 为分歧群. 由于

vL(τ
−1στa− a) = vL(στa− τa),
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且 τB = B,因此这些分歧群都是 G的正规子群,它们形成一个正规子群的下降链

G = G−1 ⊇ G0 ⊇ G1 ⊇ G2 ⊇ · · · .

命题 2.67
设 Π是 B 的一个素元. 对于任意整数 s ≥ 0,

Gs/Gs+1 −→ U
(s)
L /U

(s+1)
L

σ 7−→ σΠ

Π

是不依赖于 Π的选取的单同态.

� 练习 2.4.5证明该命题.

注意到 s ≥ 1时, U (0)/U (1) ∼= κ×L , U
(s)/U (s+1) ∼= κL,因此 Gs/Gs+1是 p群, G0/G1阶与 p互素. 这

我们在上一节已经知道, Rw 是 Iw 的希洛夫 p子群.

命题 2.68
设K ′是 L/K 的中间域,则

Gs(L/K
′) = Gs(L/K) ∩G(L/K ′).

� 练习 2.4.6证明该命题.

而 L/K 的分歧群和它的伽罗瓦子扩张 L′/K 的分歧群的联系更为复杂. 通过商映射 G(L/K) →
G(L′/K), L/K 的分歧群确实映为 L′/K 的分歧群,但是指标发生了改变.

我们记

iL/K(σ) = vL(σa− a) = min vL(σb− b | b ∈ B),

则

Gs(L/K) =
{
σ ∈ G | iL/K(σ) ≥ s+ 1

}
.

命题 2.69
设 e = e(L/L′)为伽罗瓦子扩张 L/L′的分歧指数,则

iL′/K(σ′) =
1

e′

∑
σ|L′=σ′

iL/K(σ).

证明 σ′ = 1时两边均为无穷. 设 σ′ 6= 1, B′为 w|L′ 的赋值环. 存在 b ∈ B′使得 B′ = A[b]. 我们有

e′iL′/K(σ′) = vL(σ
′b− b).

固定一个 σ ∈ G使得 σ|L′ = σ′,则所有限制在 L′ 上为 σ′ 的元素为 στ, τ ∈ H = G(L/L′). 我们只需证
u = σb− b和 v =

∏
τ∈H(στa− a)的赋值相同.

设 f(x) ∈ B′[x]是 a的极小多项式,则 f(x) =
∏
τ∈H(x− τa), σf(x) =

∏
τ∈G(x− στa),这里 σ作

用在系数上. 显然 σf − f 的系数被 u = σb− b整除,因此 u整除 (σf − f)(a) = ±v.

反之,存在多项式 g(x) ∈ A[x]使得 b = g(a). 于是

g(x)− b = f(x)h(x), h(x) ∈ B′[x].
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令 σ作用在两边系数上,并取 x = a,我们得到

u = σb− b = (σf)(a)(σh)(a) = ±v · (σh)(a).

因此 v | u. □

我们将证明 Gs(L/K)的像为 Gt(L
′/K),其中

t = ηL/K(s) =

∫ s

0

dx

(G0 : Gx)
.

这里 −1 < s ≤ 0 时, (G0 : Gs) = (G−s : G0)
−1 = 1. 显然这是一个连续的分段线性函数, 其中

0 ≤ m ≤ s ≤ m+ 1时,

ηL/K(s) =
1

g0
(g1 + g2 + · · ·+ gm + (s−m)gm+1), gi = #Gi.

命题 2.70
证明

ηL/K(s) =
1

g0

∑
σ∈G

min
{
iL/K(σ), s+ 1

}
− 1.

证明 设右端为 θ(s), 显然它也是连续的分段线性函数. 我们有 θ(0) = ηL/K(0) = 0. 如果 −1 ≤ m <

s < m+ 1,
θ′(s) =

1

g0
#
{
σ ∈ G | iL/K(σ) ≥ m+ 2

}
=

1

(G0 : Gm+1)
= η′L/K(s).

因此二者相等. □

定理 2.71 (埃尔布朗定理)
设 L′/K 是 L/K 的伽罗瓦子扩张, H = G(L/L′). 我们有

Gs(L/K)H/H = Gt(L
′/K),

其中 t = ηL/L′(s).

证明 设 G = G(L/K), G′ = G(L′/K). 对于任意 σ′ ∈ G′, 设 σ ∈ G 是它的一个原像, 其具有最大的
iL/K(σ). 那么我们只需要说明

iL′/K(σ′)− 1 = ηL/L′(iL/K(σ)− 1).

这是因为, σ′ ∈ GsH/H ⇐⇒ iL/K(σ)− 1 ≥ s ⇐⇒ iL′/K(σ′)− 1 ≥ ηL/L′(s) ⇐⇒ σ′ ∈ G′
t.

设 m = iL/K(σ). 如果 τ ∈ H 属于 Hm−1 = Gm−1(L/L
′), 则 iL/K(τ) ≥ m, iL/K(στ) = m. 如

果 τ /∈ Hm−1, 则 iL/K(τ) < m, iL/K(στ) = iL/K(τ). 因此 iL/K(στ) = min
{
iL/K(τ),m

}
. 于是由命

题 2.69知
iL′/K(σ′) =

1

e′

∑
τ∈H

{
iL/K(τ),m

}
.

由命题 2.70知我们所需的关系式成立, e′ = #G0(L/L
′). □

我们记 ηL/K 的逆为 ψL/K ,并定义

Gt(L/K) := GψL/K(t)(L/K).
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命题 2.72
记号同上, ηL/K = ηL′/K ◦ ηL/L′ , ψL/K = ψL/L′ ◦ ψL′/K . 因此 Gt(L/K)H/H = Gt(L′/K).

证明 我们有 e = eL′/Ke
′. 由于 Gs/Hs = (G/H)t, t = ηL/L′(s),我们有

1

e
#Gs =

1

eL′/K
#(G/H)t

1

e′
#Hs,

此即

η′L/K(s) = η′L′/K(t)η′L/L′(s) = (ηL′/K ◦ ηL/L′)′(s).

又因为它们均经过原点,因此二者相等. □

§2.4.4 共轭差积和判别式

设 B/A是戴德金整环的有限扩张,且 L = FracB 是K = FracA的可分扩张. 我们假设 B/A的每

个剩余域上的扩张都是可分的.

定义 2.73 (共轭差积)
称分式理想

D−1
B/A = {x ∈ L | Tr(xB) ⊆ A}

的逆为 B/A的共轭差积.

� 练习 2.4.7设 S 是 A的乘法集,则 DS−1B/S−1A = S−1DB/A.

命题 2.74
(1)设 A ⊆ B ⊆ C 是戴德金环的有限扩张塔,则 DC/A = DC/BDB/A.
(2)如果 P是 B 的素理想, p = P ∩A,则 DB/AOP = DBP/Ap

.

证明 (1)由于
TrC/A(D

−1
C/BD

−1
B/AC) ⊆ A,

因此 D−1
C/BD

−1
B/A ⊆ D−1

C/A,即 DC/BDB/A ⊇ DC/A. 由于

A ⊇ TrC/A(D
−1
C/AC) = TrB/A(TrC/B(D

−1
C/AC)B),

因此 TrC/B(D
−1
C/AC) ⊆ D−1

B/A,

TrC/B(DB/AD
−1
C/AC) ⊆ DB/ATrC/B(D

−1
C/AC) ⊆ B,

所以 DB/AD
−1
C/A ⊆ D−1

C/B ,即 DC/BDB/A ⊆ DC/A.
(2)不妨设 A是离散赋值环. 根据推论 2.54,

TrL/K =
∑
P|p

TrLP/Kp
.

由命题 2.7,存在 η ∈ L在 | · |P下接近 y ∈ BP,在其它 | · |P′ ,P′ | p,P′ 6= P下接近 0. 对于 x ∈ D−1
B/A,

TrL/K(xη) = TrLP/Kp
(xη) +

∑
P′ 6=P

TrLP′/Kp
(xη) ∈ Ap.

而 TrLP′/Kp
(xη)接近 0,因此也属于 Ap,所以 TrLP/Kp

(xy) ∈ Ap. 故 D−1
B/A ⊆ D−1

BP/Ap
.
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通过同样的证明方法,如果 x ∈ DBP/Ap
, ξ ∈ L在 | · |P下接近 x,在其它 | · |P′下接近 0,则 ξ ∈ DB/A.

因此 D−1
B/A在 D−1

BP/Ap
中稠密,换言之 D−1

B/ABP = D−1
BP/Ap

. □

定义 2.75 (元素的共轭差积)
设 f(X) ∈ A[X]是 α ∈ B 的极小多项式. 定义 α的共轭差积为

δB/A(α) =

f ′(α), L = K(α),

0, L 6= K(α).

定理 2.76
如果 B = A[α],则 DB/A =

(
δB/A(α)

)
. 一般地, DB/A为所有 δB/A(α)生成的理想.

证明 设 B = A[α]. 设 f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 ∈ A[x]是 α的极小多项式, αi是 α的

所有共轭根. 容易证明如下恒等式
1

f(x)
=

n∑
i=1

1

f ′(αk)(x− αk).

两边关于 1
x 做幂级数展开,我们得到其第 k ≤ n项系数为

0 =
n∑
i=1

αki /f
′(αi) = Tr

(
αk/f ′(α)

)
,

除了常数项为 0. 特别地, aij = Tr
(
αi+j/f ′(α)

)
, 0 ≤ i, j ≤ n− 1形成的矩阵为三角阵,因此它的行列式

为 ±1, xj/f ′(x)形成 D−1
B/A的一组基, DB/A =

(
f ′(α)

)
.

一般情形下,设 L = K(α), α ∈ B. 考虑 A[α]的导子

f = fA[α] = {x ∈ L | xB ⊆ A[α]} .

对于 b = f ′(α), x ∈ L,

x ∈ f ⇐⇒ xB ⊆ A[α] ⇐⇒ b−1xB ⊆ b−1A[α] ⇐⇒ Tr(b−1xB) ⊆ A

⇐⇒ b−1x ∈ D−1
B/A ⇐⇒ x ∈ bD−1

B/A.

因此
(
f ′(α)

)
= fDB/A, f

′(α) ∈ DB/A.

要证明 DB/A 是所有 δ(α) 的最大公因子, 我们只需要对任意 P 证明存在 α 使得 vP(DB/A) =

vP
(
f ′(α)

)
即可. 设 LP,Kp 为相应的完备化, OP,Op 为其赋值环. 我们知道存在 a, OP = Op[a], 而

且 a可以替换为任意一个和 a足够接近的元素 b. 因此

vP(DB/A) = vP(DOP/Op
) = vP

(
δOP/Op

(b)
)
.

所以我们只需要构造 b ∈ B 且 L = K(b), vP
(
δOP/Op

(b)
)
= vP

(
δB/A(b)

)
. 设 σi : L→ Kp给出所有 p之

上素位 P = P1, . . . ,Pr. 设 α = 0或 1满足

|τa− α| = 1, ∀τ ∈ G(Kp/Kp).

由中国剩余定理,存在 b ∈ B 使得 |b− a|, |σib− α|都充分小. 我们不妨设 L = K(b),若不然,由克拉斯
纳引理 2.36, L = K(b+ πnγ), L = K(γ), n充分大即可. 又因为 OP = Op[b],则

δLP/Kp
(b) =

∏
1 6=τ∈HomKp (LP,Kp)

(b− τb),
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δB/A(b) =
∏

1 6=σ∈HomK(L,K)

(b− σb) =
∏
1 6=τ

(b− τb)
r∏
i=2

∏
j

(b− τijσib).

而 |b− τijσib| = |τ−1
ij b− α+ α− σib| = 1. 因此二者赋值相同. □

下述定理表明,在域扩张 L/K 中,共轭差积刻画了 L的各个素位的分歧程度.

定理 2.77
L的素理想P在K 上分歧当且仅当P | DL/K . 设 s = vP(DL/K),则P温分歧时 s = e− 1,野分
歧时 e ≤ s ≤ e− 1 + vP(e).

证明 不妨设 A为完备离散赋值环, 极大理想为 p, 则 B = A[a], vP
(
f ′(a)

)
= s. 如果 L/K 非分歧, 则

a = a mod P是 f = f mod p的单根,因此 f ′(α) ∈ A×, s = 0 = e− 1.

根据命题 2.74,我们只需考虑 L/K 完全分歧的情形. 此时 a可以取为 B 的素元. 此时

f(x) = cex
e + ce−1x

e−1 + · · ·+ c1x+ c0, ce = 1

是艾森斯坦多项式,
f ′(x) = exe−1 + (e− 1)ce−1x

e−2 + · · ·+ 2c2x+ c1.

对于 1 ≤ i ≤ e,
vP(icia

i−1) ≡ i− 1 mod e.

因此

s = vP
(
f ′(a)

)
= min

0≤i≤e
vP(icia

i−1).

如果 L/K 温分歧, s = vP(ecea
e−1) = e− 1. 如果 L/K 野分歧, e ≤ s ≤ vP(e) + e− 1. □

共轭差积和微分的联系十分密切. 设 B/A是交换环的扩张,定义

Ω1
B/A =

〈db | b ∈ B〉
{d(xy)− y dx− x dy, da = 0, ∀a ∈ A}

为所有 db, b ∈ B 生成的 B 模,且满足莱布尼茨法则以及在 A上为 0. 我们称之为 B/A的微分模,其中
的元素被称为微分. 称

d : B → Ω1
B/A

为 B/A的导数.

� 练习 2.4.8设 k是一个域,计算 Ω1
A/k,其中 A = k[x, y], k[x]/(x2 + 1), k[x, y]/(xy − 1), k(x).

� 练习 2.4.9 证明对于任意交换的 A代数 A′, Ω1
B⊗AA′/A′ = Ω1

B/A⊗A A
′. 因此微分模和局部化和完备化相

匹配.

命题 2.78
DB/A是 B 模 Ω1

B/A的零化子,即

DB/A = {x ∈ B | x dy = 0, ∀y ∈ B} .

证明 由习题 2.4.9, 我们只需考虑 A 是完备离散赋值环的情形. 由于 B/A 的剩余域扩张 κB/κA 是可

分的, 存在 x̄ ∈ κB, κB = κA(x). 设 f̄(X) ∈ κA[X] 是它的极小多项式, f(X) ∈ A[X] 是它的一个提

升. 任取 x̄的一个提升, vL
(
f(x)

)
≥ 1. 如果 vL(f(x)) ≥ 2,由于 f̄ ′(x̄) 6= 0, f ′(x) ∈ B×, f(x + πL) ≡
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f(x) + f ′(x)πL mod π2L 的赋值为 1. 因此我们总可以找到 x̄ 的一个提升 x 使得 f(x) 是 B 的一个素

元. 因此
{
xif(x)j

}
0≤i≤e−1,0≤j≤f−1

构成 B/A的一组整基, B = A[x]. 设 g(x)是 x的零化多项式. 则
ΩB/A = B dx的零化子为

(
f ′(x)

)
. □

回忆判别式 dB/A为 disc(αi)i生成的理想,其中 α1, . . . , αn ∈ B. 如果 A是主理想整环,判别式就是
B 的一组 A基的判别式生成的理想,但是不同的基的判别式并不一定相同. 特别地, dOK/Z = (∆K).

� 练习 2.4.10如果 S ⊂ A是一个乘法集,则 dS−1B/S−1A = S−1dB/A.
� 练习 2.4.11如果戴德金环 R只有有限多个素理想,则 R是主理想整环.

定理 2.79
dB/A = NL/K(DB/A).

证明 由于 dS−1B/S−1A = S−1dB/A, DS−1B/S−1A = S−1DB/A,通过考虑 S−1B/S−1A,我们可以不妨设
A 是离散赋值环, 从而 A 是主理想整环. 此时 B 只有有限多个素理想, 从而 B 也是主理想整环. 由注
记 1.2.2, B是有限生成自由 A模,从而存在一组基 α1, . . . , αn, dB/A =

(
disc(αi)i

)
. 我们知道D−1

B/A作为

A模由 α1, . . . , αn的对偶基 α∨
1 , . . . , α

∨
n 生成. 设D−1

B/A作为理想由 β生成,则 βα1, . . . , βαn也是它作为

A模的一组生成元,因此 (
disc(α∨

i )i
)
= NL/K(β)2

(
disc(αi)i

)
.

由于 disc(αi)i = det
(
(σiαj)ij

)2,因此 (αi)和 (α∨
i )的判别式互逆,从而

dB/A =
(
disc(αi)i

)
=
(
NL/K(β)

)−1
= NL/K(DB/A).

□

推论 2.80
对于戴德金环的扩张塔 A ⊆ B ⊆ C,设K ⊆ L ⊆M 为对应的域扩张,则

dC/A = d
[M :L]
B/A NL/K(dC/B).

推论 2.81
d =

∏
p dp.

由此可以看出,在域扩张 L/K 中,判别式刻画了K 的各个素位的分歧程度. 特别地,如果 d = 1,则
L/K 处处非分歧.

� 练习 2.4.12 (1)证明 f(x) = x3 + x2 − 2x+ 8 ∈ Q[x]是不可约多项式. 令 θ是它的一个根,K = Q(θ).
(2)证明 2在K 中完全分解.
(3)对每个 α ∈ OK ,

{
1, α, α2

}
的判别式是偶数,因此它不可能是一组整基.

定理 2.82
设K 是一个数域, S 是它的素位的一个有限集,则只有有限多 n次扩张 L/K 在 S 外不分歧.

证明 如果 L/K 是 n 次扩张且在 S 外不分歧, 则 dL/K 整除一个固定的整理想. 因此我们只需证明具
有这样的判别式的 n 次扩张 L/K 只有有限多个. 由于此时 L/Q 是一个 n[K : Q] 次扩张, 且 dL/Q =

dnK/QNK/Q(dL/K),因此我们只需要对 K = Q情形证明即可. 最后 L(
√
−1) 6= L时, L(

√
−1)/Q的判别

式和 L/Q的判别式的平方差 NL/Q(dL(
√
−1)/L). 注意到 OL + OL

√
−1 ⊆ OL(√−1),因此 dL(

√
−1)/L | 4
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有界. 所以我们只需证明给定判别式的 n次含
√
−1的数域 K 只有有限多个. 这样的数域只有复嵌入,

任选一个 τ0 : K ↪→ C. 考虑闵可夫斯基空间KR = KF=id
C 中一个对称凸集

X =
{
(zτ ) ∈ KR : |Im (zτ0 | < C

√
|∆K |, |Re(zτ0)| < 1, |zτ | < 1, τ 6= τ0, τ0

}
.

我们取充分大的 C (只依赖于 n) 使得 vol(X) > 2n
√
|∆K | = 2ncovol(OK), 则存在非零 α ∈ OL 使得

ja = (τα) ∈ X . 由于 |NK/Q(α)| ≥ 1, |τ0α| > 1, Im (τ0α) 6= 0, 因此 τ0α 6= τ0α. 又因为 τ0α 6= τα,
τ 6= τ0,因此K = Q(α),否则存在 τ ′|Q(α) = τ |Q(α),这导致 τ ′α = τα.

由于∆K 和 n固定时, τα是有界的,因此 α的极小多项式的系数也都是有界的,从而只有有限多这
样的 α,于是只有有限多这样的K. □
由习题 1.4.9可知:

定理 2.83
Q的非分歧扩张只有它自身.

对于这些命题,我们有着高维的推广. 设X/K是数域上的一条完备光滑代数曲线,即射影空间中光
滑的多项式给出的曲线. 那么在每个素位,相应的约化曲线如果仍然光滑,我们称之为好约化. Q的非分
歧扩张只有它自身也有着相应的高维推广: 方丹证明了 Q上没有处处都是好约化的完备光滑代数曲线,
见 [5].
在素位有限集 S 外都是好约化的亏格为 g的K 上完备光滑代数曲线只有有限多条. 在此基础上法

尔廷斯证明了任意 K 上亏格 g > 1的完备光滑代数曲线只有有限多个有理点. 前文中所说的二次曲线
均是亏格 0的情形,我们对其有理点已经有明确刻画. 最后剩下 g = 1的,即椭圆曲线,其有理点形成一
个有限生成交换群. 椭圆曲线的算术性质仍是目前数论前沿的主要研究对象之一.
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内容提要

h 抽象类域论 3.1
h 局部类域论 3.2

h 整体类域论 3.3

我们称伽罗瓦群为交换群的扩张为阿贝尔扩张.

问题 3.1
给定数域K,如何确定它的所有阿贝尔扩张?

类域论的主要目的是为了分类给定域 K 的所有阿贝尔扩张, 这些扩张应当由 K 自身的结构所导

出. 它建立了这些扩张和与 K 有关的交换群 AK 的子群的一一对应. 在局部域的情形 AK = K×,在整
体域的情形 AK 是理想类群的变种——伊代尔类群. 类域论的核心是互反映射

r : G(L/K)ab
∼−→ AK/NL/KAL.

我们先研究抽象的类域论,然后再应用到具体情形.

§3.1 抽象类域论

抽象类域论又称 class formation. 它的目的是为了统一地处理各种类域论. 在阅读过程中,我们可以
先代入局部类域论的情形来理解.

§3.1.1 射影有限群

为了研究无限伽罗瓦扩张,我们需要学习射影有限群.

命题 3.2
射影有限群是指有限群的逆向极限, 每个分量赋予离散拓扑. 这等价于一个紧豪斯多夫群, 且存
在由正规子群形成幺元的一组邻域基.

证明 设G是一个紧豪斯多夫群,正规子群 {Ni}形成 1 ∈ G的一组邻域基. 则Ni的陪集形成G的一组

开覆盖,因此 G/Ni有限. 设
f : G→ lim←−Gi, Gi = G/Ni.

由于 G是豪斯多夫, Gi都是离散的. 由于 ∩Ni = {1},因此 f 单. 对于 lim←−Gi的开集

US =
∏
i∈S
{1Gi} ×

∏
i/∈S

lim←−Gi, #S <∞,

f−1(US) = ∩i∈SNi 开,因此 f 连续. 对于任意 x = (xi) ∈ lim←−Gi 和邻域 xUS ,令 N = ∩i∈SNi,则存在
y ∈ G使得 xi = y mod N ,因此 f(y) ∈ xUS , f 是稠密的. 由于 G紧, f 将闭集映为闭集,开集映为开集,
因此 f 是满的.
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反之则可以直接验证得到. □
� 练习 3.1.1 拓扑群的开子群是闭子群,有限指标的闭子群是开子群.
例题 3.1设 Ω/k是任意伽罗瓦扩张, G = G(Ω/k)为其伽罗瓦群. 我们有1

G(Ω/k) ∼= lim←−G(K/k),

其中K 取遍 k的有限伽罗瓦子扩张.
例题 3.2设 O是一个剩余域有限的完备离散赋值环, p是极大理想,则

O = lim←−
n

O/pn, O× = lim←−
n

O×/U (n).

例题 3.3令
Ẑ = lim←−

n

Z/nZ.

则 Ẑ/nẐ ∼= Z/nZ且
Ẑ =

∏
p

Zp.

我们有自然的嵌入 Z ↪→ Ẑ,它是稠密的.
例题 3.4我们有

G(Fqn/Fq) ∼= Z/nZ, ϕq 7→ 1,

其中 ϕq(x) = xq 是弗罗贝尼乌斯. 因此
G(Fq/Fq) ∼= Ẑ.

例题 3.5如果K 是一个完备离散赋值域,且剩余域 κ有限. 则我们知道Kur = KW (κ)是它的极大非分

歧扩张,且
G(Kur/K) ∼= G(κ/κ) ∼= Ẑ.

例题 3.6设 Qcyc = ∪nQ(ζn),则

G(Qcyc/Q) ∼= lim←−(Z/nZ)
× = Ẑ× ∼=

∏
p

Z×
p .

例题 3.7如果一个射影有限群 G由一个元素 σ ∈ G拓扑生成,即 G = 〈σ〉,则称之为射影循环群. 它的
开子群一定形如 Gn. 例如 G = Zp, Ẑ均是射影循环群.
例题 3.8设 A是一个交换挠群,定义它的庞特里亚金对偶为

A∨ = Hom(A,Q/Z).

如果 A = ∪iAi是一些有限子群的并,则
A∨ = lim←−A

∨
i

是射影有限群. 例如 A = Q/Z = ∪n 1
nZ/Z,则 ( 1nZ/Z)

∨ = Z/nZ,

A∨ = lim←−Z/nZ = Ẑ.

例题 3.9对于任意群 G, N 取遍它的有限指标的正规子群. 定义

Ĝ = lim←−
N

G/N

1称该拓扑为克鲁尔拓扑.

68



3.1 抽象类域论

为它的射影完备化. 例如 Z的射影完备化就是 Ẑ.
� 练习 3.1.2射影有限 (乘法)群 G均可视为 Ẑ模,即对于任意 σ ∈ G, a, b ∈ Ẑ, (σa)b = σab, σa+b = σaσb.
其作用限制在 Z就是通常的 Z作用.

� 练习 3.1.3如果 G = lim←−
i

Gi是射影有限的,则 Gab = lim←−
i

Gab
i .

§3.1.2 抽象伽罗瓦理论

设 G是一个射影有限群. {GE}E∈X 是它的闭子群构成的一个集族,且其中包含 G和 {1}. 我们把
指标 E 叫做 (抽象)域. 那么存在域 k和 k̄满足 Gk = G,Gk̄ = 1.
如果 GL ⊆ GK ,我们记 K ⊆ L或 L/K,并称之为域扩张. 如果 n = [GK : GL]有限,称 L/K 为 n

次有限扩张,此时 GL 是 GK 的开子群. 如果 GL / GK 是正规子群,称 L/K 为正规扩张或伽罗瓦扩张,
并定义 G(L/K) = GK/GL. 不难证明

G = lim←−
[K:k]<∞

G(K/k),

其中K 取遍 k的所有有限伽罗瓦扩张. 类似地,我们可以定义域的交、复合、共轭以及循环扩张、阿贝
尔扩张等概念,即对应的 GE 复合、交、共轭以及 G(L/K)是循环群、阿贝尔群等.
例题 3.10设 E是一个域, Ω是它的一个伽罗瓦扩张,G = G(Ω/E),X 为所有包含在 Ω的 E的有限扩张

F 以及 Ω, GF = G(Ω/F ). 特别地,我们可以取 Ω = Esep.
设 A是一个拓扑G模 (A赋予离散拓扑),即G在 A上的作用G×A→ A连续,则对于任意 a ∈ A,

存在 (1, a) ∈ G×A的一个邻域 GK × {a}落在它的原像,即 a ∈ AK = AGK . 因此

A =
⋃

[K:k]<∞

AK .

定义范映射

NL/K : AL −→ AK

a 7−→
∏
σ

aσ,

其中 σ取遍 GK\GL的一组代表元. 对于伽罗瓦扩张, AL是 G(L/K)模且 A
G(L/K)
L = AK . 因此相应的

泰特上同调为

H0
(
G(L/K), AL

)
= AK/NL/KAL,

H−1
(
G(L/K), AL

)
= AN=1

L /IG(L/K)AL.

§3.1.3 抽象分歧理论

固定一个满射

d : G→ Ẑ.

记 k̃为 I = ker d的固定域,则 G(k̃/k) ∼= Ẑ. 对于任意域K,称

IK = GK ∩ I = GK ∩Gk̃ = G
Kk̃
,

为K 的惯性群,它是 K̃ := Kk̃的固定域,称之为K 的极大非分歧扩张. 令

fK = [Ẑ : d(GK)], eK = [I : IK ].
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如果 fK 有限,则我们有满同态
dK =

1

fK
d : GK → Ẑ,

核为 IK ,因此 dK : G(K̃/K)
∼−→ Ẑ.

k̄

k̃

I

ppppppppppppppp
K̃

IK

��������

k

Ẑ

K

d(GK)

GK

定义 3.3 (弗罗贝尼乌斯)
称 G(K̃/K)的拓扑生成元 ϕK = d−1

K (1)为K 的弗罗贝尼乌斯.

对于域扩张 L/K,定义惯性指数 fL/K = [d(GK) : d(GL)], eL/K = [IK : IL]. 我们有 L̃ = LK̃,于是
fL/K = [L ∩ K̃ : K].对于域扩张K ⊆ L ⊆M ,显然

fM/K = fL/KfM/L, eM/K = eL/KeM/L.

命题 3.4
我们有 [L : K] = fL/KeL/K .

证明 考虑交换图表

1 // IL //

��

GL //

��

d(GL) //

��

1

1 // IK // GK // d(GK) // 1.

如果 L/K 伽罗瓦,则
1→ IK/IL → G(L/K)→ d(GK)/d(GL)→ 1

正合. 如果 L/K 不是伽罗瓦,考虑它的伽罗瓦闭包M/K,然后利用 e, f 关于扩张的可乘性即可. □
如果 fL/K = 1,称之为完全分歧,即 L ∩ K̃ = K. 如果 eL/K = 1,称之为非分歧,即 L ⊆ K̃. 此时,

G(K̃/K)→ G(L/K)

是满射. 若 fK 有限,称 ϕK 的像 ϕL/K 为 L/K 的弗罗贝尼乌斯.

定义 3.5 (亨泽尔赋值)
Ak 的一个亨泽尔赋值是指同态

v : Ak → Ẑ,

满足

(1) v(Ak) = Z ⊇ Z和 Z/nZ ∼= Z/nZ, ∀n ∈ N,
(2) v(NK/kAK) = fkZ.
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命题 3.6
对有限扩张K/k,

vK =
1

fK
v ◦NK/k : AK → Z

定义了一个满同态,且
(1) vK = vKσ ◦ σ, ∀σ ∈ G,
(2) 对于有限扩张 L/K,

AL
vL //

NL/K

��

Ẑ

fL/K
��

AK
vK // Ẑ.

证明 (1)设 τ 取遍 Gk/GK 的一组代表元,则 σ−1τσ取遍 Gk/σ
−1GKσ = Gk/GKσ 的一组代表元. 因此

vKσ(aσ) =
1

fKσ
v(
∏
τ

aτσ) =
1

fK
v(
∏
τ

aτ ) = vK(a).

(2)由范数关于域扩张 L/K/k的分解性得到. □

定义 3.7 (素元)
AK 的素元是指满足 vK(πK) = 1的 πK ∈ AK . 记

UK = {u ∈ AK | vK(u) = 0} .

容易知道,当 L/K 非分歧时, K 的素元仍然是 L的素元;当 L/K 完全分歧时, L素元的范数是 K

的素元.

§3.1.4 互反映射

对于抽象的伽罗瓦群 G和一个 G模 A,我们固定了

d : G→ Ẑ, v : Ak → Ẑ.

我们现在只考虑有限扩张K/k. 我们要求 G和 A满足如下的类域论公理:

公理 3.8 (类域论公理)
对于任意循环扩张 L/K,

#H0
(
G(L/K), AL

)
= [L : K], H−1

(
G(L/K), AL

)
= 1.

命题 3.9
对于任意非分歧扩张 L/K,

H0
(
G(L/K), UL

)
= H−1

(
G(L/K), UL

)
= 1.

证明 由于 L/K 非分歧,因此 πK 是 L的素元. 由于 H−1
(
G(L/K), AL

)
= 1,因此对于任意 u ∈ UN=1

L ,
存在 a ∈ AL使得 u = aσ−1. 设 a = επmK , ε ∈ UL,则 u = εσ−1. 因此 H−1

(
G(L/K), UL

)
= 1.

满同态 vK : AK → Z 诱导了满同态

vK : AK/NAL → Z/nZ ∼= Z/nZ, n = fL/K = [L : K].
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由于 #AK/NAL = n,因此这是一个同构. 对于 u ∈ UK , vK(u) = 0,因此存在 a ∈ AL 使得 u = Na. 而
vK(u) = nvL(a),因此 a ∈ UL, H0

(
G(L/K), UL

)
= 1. □

对于无限扩张 L/K,我们令
NL/KAL :=

⋂
M

NM/KAM ,

其中M/K 取遍 L/K 的所有有限子扩张. 所谓的互反映射指的是如下的一个典范同态

rL/K : G(L/K)→ AK/NL/KAL.

考虑 L̃/K,则 G
L̃
= IL ⊆ IK . 因此 dK : GK → Ẑ诱导了 dK : G(L̃/K)→ Ẑ. 定义

Frob(L̃/K) =
{
σ ∈ G(L̃/K) | dK(σ) ∈ N+

}
.

定理 3.10 (互反映射)
定义

r
L̃/K

: Frob(L̃/K) −→ AK/NL̃/K
A
L̃

σ 7−→ NΣ/K(πΣ) mod N
L̃/K

A
L̃
,

其中 Σ是 σ的固定域, πΣ是它的一个素元. 它可以下降为

rL/K : G(L/K)→ AK/NL/KAL.

引理 3.11
设 Σ是 σ ∈ Frob(L̃/K)的固定域,则

fΣ/K = dK(σ), [Σ : K] <∞, Σ̃ = L̃, σ = ϕΣ.

证明 (1)由于 Σ ∩ K̃ 是 σ|
K̃

= ϕ
dK(σ)
K 的固定域,因此

fΣ/K = [Σ ∩ K̃ : K] = dK(σ).

(2)由 K̃ ⊆ ΣK̃ = Σ̃ ⊆ L̃知

eΣ/K = (IK : IΣ) = #G(Σ̃/K̃) ≤ #G(L̃/K̃)

有限,因此 [Σ : K] = fΣ/KeΣ/K 有限.

(3)由于 Γ = G(L̃/Σ) = 〈σ〉是射影循环群, (Γ : Γn) ≤ n. 因此满射 Γ → G(Σ̃/Σ) ∼= Z̃诱导了双射
Γ/Γn ∼= Z̃/nZ̃,从而 Γ ∼= G(Σ̃/Σ), Σ̃ = L̃.

(4)由于 fΣ/KdΣ(σ) = dK(σ) = fΣ/K ,因此 dΣ(σ̃) = 1, σ = ϕΣ. □
定理 3.10的证明 先考虑有限伽罗瓦扩张.

第一步. 对于有限伽罗瓦扩张 L/K,

Frob(L̃/K) −→ G(L/K)

σ 7−→ σ|L

是满射. 设 ϕ ∈ G(L̃/K)是 ϕK 的一个提升,即 ϕ|
K̃

= ϕK 且 dK(ϕ) = 1. 由于 L ∩ K̃/K 非分歧,因此
ϕ|
L∩K̃ = ϕ

L∩K̃/K . 对于任意 σ ∈ G(L/K), σ在 L ∩ K̃ 上的限制是生成元 ϕ
L∩K̃/K 的一个幂次,不妨设

σ|
L∩K̃ = ϕn

L∩K̃/K
, n ∈ N+. 由于 L̃ = LK̃,因此

G(L̃/K̃) ∼= G(L/L ∩ K̃).
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设 τ ∈ G(L̃/K̃)是 σϕ−n|L的原像,则 σ̃ = τϕn满足 σ̃|L = σ和 σ̃|
K̃

= ϕnK ,即 dK(σ̃) = n.
第二步. r

L̃/K
不依赖于 πΣ 的选取. 设 u ∈ UΣ,对于任意 Σ ⊆M ⊆ Σ̃ = L̃,由类域论公理,存在 ε ∈ UM

使得 u = NM/Σ(ε),因此NΣ/K(u) = NM/K(ε) ∈ NM/KAM . 从而NΣ/K(u) ∈ N
L̃/K

A
L̃
,因此 r

L̃/K
不

依赖于素元的选取.
第三步. r

L̃/K
具有可乘性. 对于任意 ϕ ∈ G(L̃/K),考虑自同态

ϕ− 1 : A
L̃
→ A

L̃
, a 7→ aφ/a,

ϕn : A
L̃
→ A

L̃
, a 7→

n−1∏
i=0

aφ
i
.

显然 (ϕ − 1) ◦ ϕn = ϕn ◦ (ϕ − 1) = ϕn − 1. 设 σ1 = σ2σ3 ∈ Frob(L̃/K), ni = dK(σ̃i), Σi 为 σi 的

固定域, πi ∈ AΣi 是素元. 固定 ϕ ∈ G(L̃/K) 使得 dK(ϕ) = 1, 令 τi = σ−1
i ϕni ∈ G(L̃/K̃). 我们知道

n3 = n1 + n2,
τ3 = σ−1

2 σ−1
1 ϕn1+n2 = (σ−1

2 ϕn2)(ϕ−n2σ1ϕ
n2)−1ϕn1 .

令 σ4 = ϕ−n2σ1ϕ
n2 , n4 = dK(σ4) = n1, Σ4 = Σφ

n2

1 , π4 = πφ
n2

1 ∈ AΣ4 , τ4 = σ−1
4 ϕn4 , 则 τ3 = τ2τ4 且

NΣ4/K(π4) = NΣ1/K(π1). 我们只需证明

NΣ3/K(π3) ≡ NΣ2/K(π2)NΣ4/K(π4) mod N
L̃/K

A
L̃
.

引理 3.12
设 ϕ, σ ∈ Frob(L̃/K), dK(ϕ) = 1, dK(σ) = n. 若 Σ是 σ的固定域, a ∈ AΣ,则

NΣ/K(a) = (N ◦ ϕn)(a) = (ϕn ◦N)(a),

其中N = N
L̃/K̃

.

证明 K 在 Σ 的极大非分歧扩张 Σ0 = K̃ ∩ σ/K 的扩张次数为 n, 伽罗瓦群 G(Σ0/K) 由 ϕΣ0/K =

ϕK |Σ0 = ϕ|Σ0 .因此NΣ0/K = ϕn|AΣ0 . 又因为 ΣK̃ = Σ̃,Σ ∩ K̃ = Σ0, NΣ/Σ0 = N|AΣ
.对于 a ∈ AΣ,

NΣ/K(a) = NΣ0/K

(
NΣ/Σ0(a)

)
= N(a)φn = N(aφn).

最后由 ϕ正规化 G(L̃/K̃)可知第二个等式成立. □
现在我们知道NΣi/K(πi) = N(π

φni
i ). 因此我们只需证明N(u) ∈ N

L̃/K
A
L̃
, u = π

φn3
3 π

−φn4
4 π

−φn2
2 .

注意到 I
G(L̃/K̃)

U
L̃
中的元素在N下的像为 1,因此N诱导了同态 H0

(
G(L̃/K̃), U

L̃

)
→ U

K̃
.

引理 3.13
如果 x ∈ H0

(
G(L̃/K̃), U

L̃

)
被 ϕ ∈ G(L̃/K)固定,且 dK(ϕ) = 1,则N(x) ∈ N

L̃/K
U
L̃
.

证明 设 x = u mod I
G(L̃/K̃)

U
L̃
,则

uφ−1 =

r∏
i=1

uτi−1
i , τi ∈ G(L̃/K̃), ui ∈ UL̃.

设 M/K 是 L̃/K 的有限伽罗瓦子扩张, 不妨设 u, ui ∈ M 且 L ⊆ M . 设 n = [M : K], σ = ϕn ∈
G(L̃/M), Σ是 σ的固定域, Σn是 σn = ϕnΣ的固定域,则 Σn/Σ是 n次非分歧扩张. 由类域论公理,存在
ũ, ũi ∈ UΣn 使得

u = NΣn/Σ(ũ) = ũσn , ui = NΣn/Σ(ũi) = ũσni .
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第三章 类域论

因此 ũφ−1 和
∏
i ũ

φ−1
i 仅相差一个 x̃ ∈ UΣn 满足NΣn/Σ(x̃) = 1. 再次由类域论公理,存在 ỹ ∈ UΣn , x̃ =

ỹσ−1 = ỹφn(φ−1). 从而
N(ũ)φ−1 = N(ỹφn)φ−1, N(ũ) = N(ỹφn)z,

其中 z ∈ U
K̃
, zφ−1 = 1,即 z ∈ UK . 设 y = ỹσn = NΣn/Σ(ỹ) ∈ UΣ,

N(u) = N(ũ)σn = N(ỹφn)σnzσn = N(yφn)zn = NΣ/K(y)NM/K(z)

属于NM/KUM . □

现在返回到原命题. 由于 ϕni ◦ (ϕ− 1) = ϕni − 1, πφni−1
i = πτi−1

i ,因此

uφ−1 = πτ3−1
3 π1−τ44 π1−τ22 .

由于 τ3 = τ2τ4知道 (τ3 − 1) + (1− τ2) + (1− τ4) = (1− τ2)(1− τ4). 设

π3 = u3π4, π2 = u−1
2 π4, πτ24 = u4π4,

则 uφ−1 =
∏4
i=2 u

τi−1
i ,从而N(u) ∈ N

L̃/K
A
L̃
.

第四步. 互反映射 rL/K 良定. 由于 Frob(L̃/K) → G(L/K) 是满射, 且 N
L̃/K

A
L̃
⊆ NL/KAL, 因此

r
L̃/K

: Frob(L̃/K)→ AK/NL̃/K
A
L̃
可以下降为

rL/K : G(L/K)→ AK/NL/KAL.

我们只需说明该定义不依赖于 σ ∈ G(L/K)在 Frob(L̃/K)中提升 σ̃ 的选取. 设 σ̃′ 也提升 σ, Σ, πΣ′ ∈
AΣ′ 是素元. 如果 dK(σ̃) = dK(σ̃′), 则二者在 K̃ 和 L上均相同, 从而二者相同. 如果 dK(σ̃) < dK(σ̃),
则存在 τ̃ ∈ Frob(L̃/K) 使得 σ̃′ = σ̃τ̃ 且 τ̃ |L = 1. 因此 τ̃ 的固定域 Σ′′ 包含 L, 从而 r

L̃/K
(τ̃) ≡

NΣ′′/K(πΣ′′) ≡ 1 mod NL/KAL,因此 r
L̃/K

(σ̃′) = r
L̃/K

(σ̃).

第五步. 根据定义不难证明互反映射满足下列函子性质. 从而可知命题对于无限伽罗瓦扩张 L/K 也成

立. □

命题 3.14
对于有限伽罗瓦扩张 L/K,L′/K ′,如果K ⊆ K ′, L ⊆ L′, σ ∈ G(L/K),则下列图表交换

G(L′/K ′)
rL′/K′

//

��

AK′/NL′/K′AL′

NK′/K
��

G(L/K)
rL/K // AK/NL/KAL,

其中左竖直箭头为限制在 L上,

G(L/K)
rL/K //

��

AK/NL/KAL

σ

��
G(Lσ/Kσ)

rLσ/Kσ
// AKσ/NLσ/KσALσ

其中左竖直箭头为 σ共轭作用.

如果 L = L′, 则有自然的嵌入 AK/NL/KAL ↪→ AK′/NL/K′AL, 它在伽罗瓦群的反映为变换映
射(Verlagerung). 设 H 是 G的指标有限的子群,则我们可以定义典范的同态

Ver : Gab → Hab.
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对于 σ ∈ G,我们有双陪集分解
G =

⊔
τ

〈σ〉τH.

对于任意 τ ,设 f(τ)是最小的正整数使得 στ = (τ−1στ)f(τ) ∈ H ,定义

Ver(σ mod G′) =
∏
τ

στ mod H ′.

� 练习 3.1.4证明 Ver是一个良定义的同态.

命题 3.15
对于有限伽罗瓦扩张 L/K 的中间域K ′,我们有交换图表

G(L/K ′)ab
rL/K′

// AK′/NL/K′AL

G(L/K)ab

Ver

OO

rL/K // AK/NL/KAL

OO

其中右侧由嵌入诱导.

证明 我们暂时记 G = G(L̃/K),H = G(L̃/K ′). 设 σ ∈ G(L/K), σ̃ ∈ Frob(L̃/K)是 σ 的原像, Σ为固
定域, S = G(L̃/Σ) = 〈σ̃〉. 考虑双陪集分解

G =
⊔
τ

SτH.

令 Sτ = τ−1Sτ ∩H, σ̃τ = τ−1σ̃f(τ)τ . 令

G = G(L/K), H = G(L/K ′), S = 〈σ〉, τ = τ |L, στ = σ̃τ |L,

则显然有双陪集分解

G =
⊔
τ

SτH.

因此

Ver(σ mod G(L/K)′) =
∏
τ

στ mod G(L/K ′)′.

对于任意 τ ,设有陪集分解
H =

⊔
ωτ

Sτωτ , G =
⊔
τ,ωτ

Sτωτ .

设 Στ 是 σ̃τ 的固定域, Στ 是 τ−1σ̃τ 的固定域,则 Στ/Σ
τ 是 f(τ)次非分歧扩张. 如果 π ∈ AΣ是 Σ的素

元,则 πτ ∈ AΣτ 是 Στ 的素元,因此也是 Στ 的素元. 从而,

NΣ/K(π) =
∏
τ,ωτ

πτωτ =
∏
τ

NΣτ/K′(πτ ),

rL/K(σ) ≡
∏
τ

rL/K′(στ ) ≡ rL/K′(
∏
τ

στ ) ≡ rL/K′

(
Ver
(
σ mod G(L/K ′)′

))
.

□

命题 3.16
如果 L/K 非分歧,则 rL/K 由 rL/K(ϕL/K) = πK mod NL/KAL确定,此时 rL/K 是同构.
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第三章 类域论

证明 此时 L̃ = K̃, ϕK ∈ G(K̃/K)是ϕL/K的原像,固定域为K,因此 rL/K由此给出. 赋值 vK诱导了同

构 AK/NL/KAL
∼−→ Z/nZ ∼= Z/nZ,这是因为对于 vK(a) ≡ modnZ, a = uπdnK ,而 u = NL/K(ε), ε ∈

UL,从而 a = NL/K(επdK). 最后由于生成元 ϕL/K 的像为素元 πK ,即生成元相互对应,从而 rL/K 是同

构. □

§3.1.5 互反律

类域论的主定理如下所述:

定理 3.17 (互反律)
对于任意有限伽罗瓦扩张 L/K,互反映射

rL/K : G(L/K)ab → AL/NL/KAK

是同构.

证明 设M/K 是 L/K 的伽罗瓦子扩张,则我们有交换图表

1 // G(L/M)

rL/M

��

// G(L/K)

rL/K

��

// G(M/K)

rM/K

��

// 1

AM/NL/MAL
NM/K // AK/NL/KAL // AK/NM/KAM // 1.

第一步. 约化到 G(L/K)是交换群情形. 若此时已成立, 则取 M = Lab/K 为其极大阿贝尔子扩张, 即
G(M/K) = G(L/K)ab. 此时 G(L/M)是 rL/K 的核,因此 rL/K 是单射. 要证明满射,我们对次数进行
归纳. 当 G(L/K)是可解群时,M = L或 [L : M ] < [L : K],如果 rL/M 和 rM/K 都是满射,则 rL/K 也

是满射. 一般情形下,设M 是 G(L/K)的一个希洛夫 p子群的固定域,则我们只需证明 NM/K 的像是

AK/NL/KAL的希洛夫 p子群 Sp即可,这诱导了 rL/K 是满射. 嵌入 AK ↪→ AM 诱导了

i : AK/NL/KAL → AM/NL/MAL,

他满足NM/K ◦ i = [M : K]. 由于 p - [M : K],因此 [M : K] : Sp → Sp 是同构,从而 Sp 落在NM/K 的

像,因此 rL/K 是满射.

第二步. 约化到循环扩张情形. 若M/K 取遍所有循环子扩张, rL/K 的核落在 G(L/K) →
∏
G(M/K)

的核中. 由于 G(L/K)是交换群,该映射是单的,因此 rL/K 是单射. 由于此时 G(L/K)是可解的,因此
对次数进行和第一步相同的归纳可知 rL/K 是满射.

第三步. 设 L/K 是循环扩张. 不妨设 fL/K = 1. 实际上,设M = L ∩ K̃,则 fL/M = 1, rM/K 是同构. 由
类域论公理可知图表中下面一行的群的阶,从而它是正合的,因此 rL/M 是同构蕴含 rL/K 是同构.

设 L/K 是循环完全分歧扩张. 设 G(L/K) = 〈σ〉. 我们把 σ 在 G(L/K) ∼= G(L̃/K̃)下的像仍记为

σ,则 σ̃ = σϕL ∈ Frob(L̃/K)是 σ的一个原像,且 dK(σ̃) = 1 = fL/K . 设 Σ是 σ̃的固定域,则 fΣ/K = 1,
因此 Σ ∩ K̃ = K. 设 M/K 是 L̃/K 的伽罗瓦子扩张, 包含 ΣL, M0 = M ∩ K̃. 令 N = NM/M0 , 则
NAΣ

= NΣ/K ,NAL
= NL/K .

设 rL/K(σk) = 1, 0 ≤ k < n = [L : K]. 由于 πΣ和 πL都是M 的素元,因此 πkΣ = uπkL, u ∈ UM ,于
是

rL/K(σk) ≡ N(πkΣ) ≡ N(u)N(πkL) ≡ N(u) mod NL/KAL.
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由 rL/K(σk) = 1知存在 v ∈ UL使得N(uv−1) = 1, uv−1 = aσ−1, a ∈ AM ,从而

(πkLv)
σ−1 = (πkLv)

σ̃−1 = (πkΣu
−1v)σ̃−1 = (aσ−1)σ̃−1 = (aσ̃−1)σ−1,

因此 x = πkLva
1−σ̃ ∈ AM0 . 由于 nvM0(x) = vM (x) = k, 因此 k = 0, rL/K 是单射. 由类域论公理知

#AK/NL/KAL = n,因此 rL/K 是同构. □
我们考虑互反映射的逆诱导的同态

( , L/K) : AK → G(L/K)ab,

它的核是 NL/KAL, 我们称该映射为范剩余符号. 由互反映射的函子性我们自然有范剩余符号的函子
性. 对于无限伽罗瓦扩张 L/K,

G(L/K)ab = lim←−
i

G(Li/K)ab,

其中 Li/K 取遍所有有限子扩张. 由于 (a, L′/K)|Lab = (a, L/K), 因此这定义出 G(L/K)ab 的一个元

素,即此时也有范剩余符号.

命题 3.18
我们有

(a, K̃/K) = ϕ
vK(a)
K , dK ◦ ( , K̃/K) = vK .

证明 考虑它的有限 f 次子扩张 L/K,则 vK(a) = n+ fz, n ∈ Z, z ∈ Z,即 a = uπnKb
f , u ∈ UK , b ∈ AK .

于是

(a, K̃/K)|L = (a, L/K) = (πK , L/K)n(b, L/K)f = ϕnL/K = ϕ
vK(a)
K |L.

从而 (a, K̃/K) = ϕ
vK(a)
K . □

对于任意K,我们赋予AK 拓扑为NL/KAL形成单位元的邻域基,其中 L/K取遍有限伽罗瓦扩张,
我们称之为范数拓扑.

命题 3.19
(1) AK 的开子群是它的有限指标闭子群.
(2) vK : AK → Ẑ是连续的.
(3)对于有限扩张 L/K, NL/K : AL → AK 是连续的.
(4) AK 是豪斯多夫的当且仅当 A0

K = ∩LNL/KAL = 0.

证明 (1)根据习题 3.1.1,我们只需说明开子群是有限指标的,而这由它包含某个NL/KAL可知.

(2) f Ẑ, f ≥ 1形成 0 ∈ Ẑ的领域基. 设 L/K是 f 次非分歧扩张,则 vK(NL/KAL) = fvL(AL) ⊂ f Ẑ,
因此 vK 连续.

(3)由于NM/KAM 形成 a ∈ AK 的领域基,而它的原像包含NM/LAM ,因此NL/K 连续.

(4)显然. □
通过互反律,我们可以给出K 的有限阿贝尔扩张的一种刻画.

定理 3.20
映射

L 7→ NL = NL/KAL
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给出了有限阿贝尔扩张 L/K 和 AK 的开子群间的一一对应.

证明 证明是比较直接的,见 [15, Theorem 4.6.7]. □
我们称 AK 的开子群 N 对应 L为其对应的类域,则

G(L/K) ∼= AK/N .

§3.2 局部类域论

§3.2.1 局部互反律

对于任意域 k, G = G(ksep/k), A = (ksep)×,我们都有如下结论:

定理 3.21 (希尔伯特 90)
对于有限循环扩张 L/K, H−1

(
G(L/K), L×) = 1.

命题 3.22 (诺特)
对于有限伽罗瓦扩张 L/K, H1

(
G(L/K), L×) = 1.

由于循环扩张情形, H1 = H−1,因此这蕴含希尔伯特 90.

证明 设 f : G→ L×是一个 1余循环. 对于 c ∈ L×,令

α =
∑

σ∈G(L/K)

f(σ)cσ.

由 1, σ, . . . , σn−1的线性无关性 1.4,存在 c ∈ L×使得 α 6= 0. 我们有

ατ =
∑
σ

f(σ)τ cστ =
∑
σ

f(τ)−1f(στ)cστ = f(τ)−1α,

因此 f(σ) = (α−1)σ−1是 1余边界. □
设 k是 Qp的有限扩张.

定理 3.23
设 G = G(k/k), A = k

×,则它们满足类域论公理 3.8.

证明 H−1 = 1由希尔伯特 90得到. 设 G = G(L/K),则我们有 G模正合列

0→ UL → L× → Z→ 0,

于是

h(G,L×) = h(G,Z)h(G,UL) = [L : K]h(G,UL).

选取 L/K 的一组正规基 {aσ | σ ∈ G}, α ∈ OL. 设M =
∑
σ∈G
OKασ ⊆ OL. 则

V n = 1 + πnKM, n = 1, 2, . . .

形成了 1 ∈ UL的一组邻域基. 由于M 是开子群,因此存在 N 使得 πNKOL ⊆M ,于是对于 n ≥ N ,

(πnKM)(πnKM) = π2nKMM ⊆ π2nK OL ⊆ π2n−NK M ⊆ πnKM,
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即 V nV n ⊆ V n. 显然 V n包含其中元素的逆. 我们有 G模同构

V n/V n+1 ∼−→M/πKM

1 + πnKα 7→ α mod πKM.

而

M/πKM =
⊕
σ∈G

(OK/πK)ασ = Ind1G(OK/πK),

由命题 A.45, Hi(G,V n/V n+1) = 1, i = 0,−1. 设 a ∈ (V n)G, 则存在 b0 ∈ V n, a1 ∈ (V n+1)G 使得

a = (Nb0)b1. 归纳地, 我们得到一串 bi ∈ V n+i 使得 a = N(
∏∞
i=0 bi), 这里这个乘积是收敛的. 因此

H0(G,V n) = 1. 同理可得 H−1(G,V n) = 1,因此 h(G,V n) = 1. 而 UL/V
n有限,因此

h(G,UL) = h(G,UL/V
n)h(G,V n) = 1.

□
设 κ为 k的剩余域, k̃为 k的极大非分歧扩张,则

G(k̃/k) ∼= G(κ̄/κ) ∼= Ẑ.

设 q = #κ,则 1 ∈ Ẑ对应弗罗贝尼乌斯 x 7→ xq. 于是 ϕk ∈ G(k̃/k)由

aφk ≡ aq mod p
k̃
, a ∈ O

k̃

决定. 我们有自然的满同态
d : G→ Ẑ.

设 vK : K× → Z为K 的归一化赋值. 对于任意有限扩张K/k, 1
eK
vK 是 vk 在K×上的延拓. 我们有

1

eK
vK =

1

[K : k]
vk ◦NK/k,

因此 vK(NK/kK
×) = fKvK(K×) = fKZ,即 vk 是一个亨泽尔赋值,

d : G→ Ẑ, vk : k
× → Z

满足类域论的假设. 因此我们有局部域的互反律定理 3.17和阿贝尔扩张刻画定理 3.20.

定理 3.24
对于任意局部域的有限伽罗瓦扩张,

rL/K : G(L/K)ab → L×/NL/KK
×

是同构.

定理 3.25

L 7→ NL = NL/KL
×

给出了局部域的有限阿贝尔扩张 L/K 和K×的有限指标开子群间的一一对应.

证明 这里需要证明赋值给出的拓扑中有限指标开子群和范数拓扑的开子群一致,见 [15, Theorem 5.1.4].
由范数拓扑下开子群包含 NL/KUL = UK 知道它是开的,显然它是有限指标的. 反之,我们需要考虑库
默尔理论.

设 ℘ : A → A是 G模满同态,核 µ℘ 为 n阶循环群. 在我们的情形, a℘ := an 即可. 设 K ⊇ µ℘. 对
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于集合 B ⊆ A,记K(B)为

H = {σ ∈ GK | σb = b, ∀b ∈ B}

的固定域. 显然如果 B是 GK 不变的,K(B)/K 是伽罗瓦的. 库默尔扩张是指形如K
(
℘−1(∆)

)
/K 的扩

张,其中 ∆ ⊆ AK .

命题 3.26
库默尔扩张和K 的指数为 n的阿贝尔扩张一一对应. 设 L/K 是指数为 n的阿贝尔扩张,则

L = K
(
℘−1(∆)

)
, ∆ = A℘L ∩AK .

特别地,如果 L/K 是循环扩张,则存在 α℘ ∈ AK 使得 L = K(α).

证明 我们有单射

G
(
K
(
℘−1(a)

)
/K
)
↪→ µ℘ σ 7→ ασ−1,

其中 ℘(α) = a. 由于 µ℘ ⊆ AK ,因此该映射不依赖于 α的选取. 从而

G(L/K) ↪→
∏
a∈∆

G
(
K
(
℘−1(a)

)
/K
)
↪→ µ∆℘

是单射.

反之我们有 ℘−1(∆) ⊆ AL. 由于 L/K 是它循环子扩张的合成, 考虑 M/K 是其中之一. 我们只
需证 M ⊆ K

(
℘−1(∆)

)
. 设 σ 生成 G(M/K), ζ℘ 生成 µ℘, d = [M : K], d′ = n/d, ξ = ζn/d. 由于

NM/K(ξ) = ξd = 1,由类域论公理存在 α ∈ AM 使得 ξ = ασ−1,因此 K ⊆ K(α) ⊆M . 由于 ασ
i
= ξiα,

因此 ασ
i
= α当且仅当 d | i,所以M = K(α). 最后 (α℘)σ−1 = ξ℘ = 1, a = α℘ ∈ AK ,即 α ∈ ℘−1(∆),

从而M ⊆ K
(
℘−1(∆)

)
. □

定理 3.27
映射

∆ 7→ L = K
(
℘−1(∆)

)
给出了群 A℘K ⊆ ∆ ⊆ AK 和指数为 n的阿贝尔扩张 L/K 的一一对应,其中 ∆ = A℘L ∩AK . 此时,

∆/A℘K
∼= Hom(G(L/K), µ℘), a mod A℘K 7→ χa,

其中 χa(σ) = ασ−1, α ∈ ℘−1(a).

证明 考虑

∆→ Hom(L/K, µ℘), a 7→ χa.

χa = 1 当且仅当 ασ−1 = 1, ∀σ, 从而 α ∈ AK , a ∈ A℘K . 因此定理中映射为单射. 要证明满射, 任
一 χ 的核的固定域 M/K 是 d 次循环扩张, 且诱导了 χ : G(M/K) → µ℘. 设 σ 生成 G(M/K), 则
NM/K

(
χ(σ)

)
= χ(σ)d = 1,从而存在 α ∈ AM , χ(σ) = ασ−1. 很明显, a = α℘ ∈ ∆ = A℘L ∩ AK . 对于

τ ∈ G(L/K), χ(τ) = χ(τ |M ) = ατ−1 = χa(τ),即 χ = χa. 从而

∆/A℘K
∼= Hom(G(L/K), µ℘).

根据这个对应可知,如果 ∆对应 L,则它的大小是确定的,
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最后我们来说明一一对应. 设 A℘K ⊆ ∆ ⊆ AK ,且 L = K
(
℘−1(∆)

)
,则 ∆ ⊆ ∆′ = A℘L ∩AK . 因此

∆′/A℘K
∼= Hom(G(L/K), µ℘)

的子群对应

∆/A℘K
∼= Hom(G(L/K)/H, µ℘),

其中

H = {σ ∈ G(L/K) | χa(σ) = 1, ∀a ∈ ∆} .

由于 χa(σ) = σσ−1,因此 H 固定 ℘−1(∆),从而固定 L,即 H = 1, ∆ = ∆′. □
现在返回到局部类域论. 设 N 是指标为 n的子群,则 K×n ⊂ N . 我们可不妨设 µn ⊆ K×,不然令

K1 = K(µn). 若K1包含NL1/K1
L×
1 , L/K 是包含 L1的伽罗瓦扩张,则NL/KL

× ⊆ K×.

现在设 µn ⊆ K, L = K(
n
√
K×)是K 的极大指数 n阿贝尔扩张,则

K×/NL/KL
× ∼= Hom(G(L/K), µn) ∼= K×/K×n.

而根据 K× 的结构,它是有限的,从而 L/K 有限. 由于 K×/NL/KL
× ∼= G(L/K)指数 n,因此 K×n ⊆

NL/KL
×. 比较指数大小可知二者一致. □

§3.2.2 阿贝尔扩域

定义 3.28 (导子)

设 L/K 是有限阿贝尔扩张, n为最小的满足 U
(n)
K ⊆ NL/KL

× 的正整数. 称 fL/K = pnK 为 L/K

的导子.

命题 3.29
有限阿贝尔扩张 L/K 非分歧当且仅当 fL/K = 1.

证明 如果 L/K 非分歧,则 UK = NL/KUL, f = 1. 如果 f = 1,则 UK ⊆ NL/KUL, πnK ∈ NL/KL
×,其

中 n = (K× : NL/KL
×). 设 M/K 是 n 次非分歧扩张, 则 NM/KM

× = πnZK × UK ⊆ NL/KL
×, 因此

M ⊇ L, L/K 非分歧. □
任何 K× 的有限指标开子群都包含某个有限指标开子群 πfZ × U

(n)
K . 因此每个有限阿贝尔扩张

L/K 都包含在某个 πfZ × U (n)
K 对应的类域. 换言之,这样的类域对于研究 K 的阿贝尔扩张是至关重要

的. 现在我们考虑 Qp的情形.

命题 3.30
Qp(µpn)/Qp的范数群为 pZ × U×

Qp
.

证明 设K = Qp, L = Qp(µpn). 由于 ζ = ζpn 的极小多项式为 Φ(x) = xp
n−1(p−1)+ · · ·+xp

n−1
+1,因此

NL/K(1− ζ) =
∏
σ

(1− σζ) = Φ(1) = p.

如果 vL延拓 vK ,则 vL(ζ) =
1

pn−1(p−1)
vK(p) = 1

pn−1(p−1)
, pOL = (1− ζ)pn−1(p−1), p完全分歧. 考虑

exp : pνK → U
(ν)
K ,
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其中 ν = vp(2p) = 1或 2. 由于

pνK −→ pν+s−1
K

a 7−→ ps−1(p− 1)a

是一个同构, 它诱导了 (U
(1)
K )p

n−1(p−1) = U
(n)
K , p ≥ 3 和 (U

(2)
K )2

n−2
= U

(n)
K , p = 2. 因此, p ≥ 3 时

U
(n)
K ⊆ NL/KL

×; p = 2时

U
(2)
K = U

(3)
K ∪ 5U

(3)
K = (U

(2)
K )2 ∪ 5(U

(2)
K )2,

U
(n)
K = (U

(2)
K )2

n−1 ∪ 52
n−2

(U
(2)
K )2

n−1
.

而 52
n−2

= NL/K(2 + i),因此 U
(n)
K ⊆ NL/KL

×. 从而 pZ × U (n)
K ⊆ NL/KL

×. 又因为二者在 K× 中的指

标相同,因此二者相等. □

推论 3.31
Qp的任意有限阿贝尔扩张都包含在某个 Qp(µn)中. 特别地 Qab

p = Qp(µ∞).

证明 设 ζ = ζn, p - n, Φ(X)为其极小多项式, L = Qp(ζn). 由于 Φ | Xn − 1可分,由亨泽尔引理它不
可约, 从而 Φ(x) 是 ζ ≡ ζ mod pL 在 Fp 上的极小多项式, [L : Qp] = degΦ = degΦ = f , L/Qp 非分

歧, Xn − 1在剩余域 κL 上完全分解为一次多项式乘积,从而 κL = Fpf 由 µn 生成,即 n | pf − 1. 因此
Qp(µpf−1)/Qp是 f 次非分歧扩张.

对于一般的阿贝尔扩张M ,设 pfZ × U (n)
Qp
⊆ NM/KM

×,则M 包含在

pfZ × U (n)
Qp

=
(
pfZ × UQp

)
∩
(
pZ × U (n)

Qp

)
对应的类域 LQp(µpn) = Qp(µ(pf−1)pn)中. □

定理 3.32 (克罗内克-韦伯)
Q的任意有限阿贝尔扩张都包含在某个 Q(µn)中. 特别地 Qab

p = Qp(µ∞).

证明 设 L/Q是阿贝尔扩张, S 包含所有在 L中分歧的素数, p | p,则 Lp/Qp 是阿贝尔扩张,从而 Lp ⊆
Qp(µnp). 设 ep = vp(np),

n =
∏
p∈S

pep ,

M = L(µn),则M/Q是阿贝尔扩张且分歧的有限素位均包含在 S 中. 设 P | p,

MP = Lp(µn) = Qp(µpepn′) = Qp(µpep )Qp(µn′), p - n′,

由于 Qp(µn′)是MP/Qp的极大非分歧子扩张,其惯性群

Ip = G(Qp(µpep )/Qp)

大小为 ϕ(pep). 设 I ⊆ G(M/Q)由所有惯性群 Ip, p ∈ S 生成,则 I 的固定域非分歧,它只能是 Q. 由此

#I ≤
∏
p

#Ip =
∏
p

ϕ(pep) = ϕ(n) = [Q(µn) : Q],

[M : Q] = [Q(µn) : Q],即M = Q(µn). □
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§3.2.3 卢宾-泰特形式群

对于一般的局部域,我们需要利用卢宾-泰特形式群来描述其阿贝尔扩域.

定义 3.33 (形式群)
环 R上的形式群指的是满足如下条件的形式幂级数 F(X,Y ) ∈ RJX,Y Ka

(1) F(X,Y ) ≡ X + Y mod deg 2;
(2) F(X,Y ) = F(Y,X);
(3) F

(
X,F(Y, Z)

)
= F

(
F(X,Y ), Z

)
.

我们记 X +F Y := F(X,Y ).

a高维的形式群也可以类似地定义.

� 练习 3.2.1 (1)验证 Ga(X,Y ) = X + Y 是形式群,称为形式加法群.

(2)验证 Gm(X,Y ) = X + Y +XY 是形式群,称为形式乘法群.

(3)设 f(X) = a1X + a2X
2 + · · · ∈ RJXK, a1 ∈ R×,则存在 f−1(X) ∈ RJXK使得 f

(
f−1(X)

)
=

f−1
(
f(X)

)
= X . 此时 F(X,Y ) = f−1

(
f(X) + f(Y )

)
是形式群, f 称为 F 的对数.

设 F ,G 是形式群. 如果 f ∈ XRJXK满足
f
(
F(X,Y )

)
= G

(
f(X), f(Y )

)
,

称之为形式群的同态 f : F → G. 如果 f ∈ RJXK×,即存在 f−1 : G → F ,称之为同构. 容易验证 F 的自
同态全体在加法和复合意义下构成环 EndR(F).

� 练习 3.2.2 设 R 是 Q 代数. 对于任意 R 上形式群 F , 存在唯一的形式群同构 logF : F
∼−→ Ga, 使得

logF (X) ≡ X mod deg 2,称之为 F 的对数.

� 练习 3.2.3 logGm
= log(1 +X) =

∞∑
n=1

(−1)n+1Xn

n .

定义 3.34 (形式模)
设 F 是 R上的形式群. 如果环同态

R −→ EndR(F)

a 7−→ [a]F (X)

满足 [a]F (X) ≡ aX mod deg 2,称之为形式 R模,或简称 F 为形式 R模. 自然地,形式模之间的
同态为满足 f

(
[a]F (X)

)
= [a]G

(
f(X)

)
的形式群同态 f : F → G.

设K 是一个局部环, π为其素元, q = #κ.

定义 3.35 (卢宾-泰特级数)
如果 e(X) ∈ OKJXK满足

e(X) ≡ πX mod deg 2 e(X) ≡ Xq mod π,

称之为关于 π的卢宾-泰特级数.
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定理 3.36
(1)对于任意卢宾-泰特级数 e(X),存在唯一的形式 OK 模 F 使得

e ∈ EndOK
(F), [π]F (X) = e(X),

称之为卢宾-泰特形式群.
(2)如果 e′(X)也是关于 π的卢宾-泰特级数,则存在 [a]F ,F ′(X) ∈ OKJXK使得

[a]F ,F ′ : F → F ′

是形式 OK 模同态. 如果 a是一个单位,它是形式模同构.

例题 3.11设K = Qp, e(X) = (1 +X)p − 1,则

Zp −→ EndZp(Gm)

a 7−→ [a]Gm(X) = (1 +X)a − 1

使得 Gm成为对应的形式 Zp模.

命题 3.37

设 e, e′ 分别是关于素元 π, π′ 的卢宾-泰特级数, ϕ 是弗罗贝尼乌斯的一个提升, K̆ =
̂̃
K. 如果

ai ∈ OK̆ 满足 πai = π′ϕ(ai), L(X1, . . . , Xn) =
∑n

i=1 aiXi,则存在唯一的幂级数

F(X1, . . . , Xn) ∈ OK̆JX1, . . . , XnK
满足

F ≡ L mod deg 2, e ◦ F = Fφ ◦ e′.

该命题可归纳地解出 F 的每一个齐次项,这里不做详解. 当 π = π′, ai ∈ OK 时, F 还是 OK 系数
的. 由此可得前述定理,且同一个 π对应的卢宾-泰特形式群是同构的,
如果 R是一个完备赋值环, p是其极大理想,则

x+F y := F(x, y)

定义了 p上一个交换群的结构. 如果 F 还是一个形式 R模,则 p成为 R模.
设K为局部域K的代数闭包, p̄为其极大理想, π为K的一个素元, LT 为其关联的一个卢宾-泰特

形式群,它在同构下是唯一的. 定义

LT [πn] = {λ ∈ p̄ | [πn]LT (λ) = 0} = ker[πn]LT

为其 πn等分点群. 易知它是一个 OK/πnOK 模.

命题 3.38
LT [πn]是秩为 1的自由 OK/πnOK 模. 因此 [ ]F 定义了同构

OK/πnOK
∼−→ EndOK

(LT [πn]), UK/U
(n)
K

∼−→ AutOK
(LT [πn]).

证明 不妨设 e(X) = Xq + πX = [π]F (X),则 LT [πn]是 en(X) = 0的根,归纳可知它是可分多项式. 设
λn ∈ LT [πn]− LT [πn−1],则

OK → LT [πn], a 7→ [a]F (λn)

诱导了 OK 模同构 OK/πnOK
∼−→ LT [πn]. □
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设 Ln = K(LT [πn]). 由于不同的卢宾-泰特形式群之间是同构的, f : F → G, 因此 G[πn] =

f(F [πn]),K(G[πn]) ⊆ K(F [πn]), Ln不依赖于 LT 的选取.

例题 3.12如果K = Qp, e(X) = (1 +X)p − 1,则

LT [πn] = {ζ − 1 | ζ ∈ µpn} ,

于是 Ln = Qp(µpn).

定理 3.39
Ln/K 是完全分歧的 qn−1(q − 1)次阿贝尔扩张,伽罗瓦群为

G(Ln/K) ∼= AutOK
(LT [πn]) ∼= UK/U

(n)
K ,

其中

σ 7→ u mod U
(n)
K , λσ = [u]F (λ), λ ∈ LT [πn].

如果 λn ∈ LT [πn]− LT [πn−1],则 Ln = K(λn)是 Ln的素元,且

φn(X) =
en(X)

en−1(X)
= Xqn−1(q−1) + · · ·+ π ∈ OX [X]

是它的极小多项式, NLn/K(−λn) = π.

证明 如果

e(X) = Xq + π(aq−1X
q−1 + · · ·+ a2X

2) + πX,

则

φn(X) = en−1(X)q−1 + π(aq−1X
q−2 + · · ·+ a2X) + π

是艾森斯坦多项式, 从而是 λn 的极小多项式. 于是 λn 是完全分歧扩张 K(λn)/K 的素元. 任一 σ ∈
G(Ln/K)诱导了 LT [πn]的自同构,从而

G(Ln/K)→ AutOK
(LT [πn]) ∼= UK/U

(n)
K .

由于 Ln由 LT [πn]生成,它是单的. 而

#G(Ln/K) ≥ [K(λn) : K] = qn−1(q − 1) = #UK/U
(n)
K ,

因此它是同构. □

定理 3.40
设 a = uπvK(a) ∈ K×, u ∈ UK ,则

(a, Ln/K)λ = [u−1]LT (λ), λ ∈ LT [πn].

证明 设 σ ∈ G(Ln/K)对应 u ∈ UK , σ̃ ∈ Frob(L̃n/K)是 σ 的提升且满足 dK(σ̃) = 1. 我们将 σ̃ 视为

L̆n = LnK̆ 的自同构. 设 Σ是 σ̃的固定域,则 fΣ/K = dK(σ̃) = 1, Σ/K 完全分歧. 由于 Σ∩ K̃ = K, Σ̃ =

ΣK̃ = L̃n,因此 [Σ : K] = [L̃n : K̃] = [Ln : K] = qn−1(q − 1).

设 e, e′ 分别为对应 π, π′ 的卢宾-泰特级数, π = uπ′, F ,F ′ 为 e, e′ 对应的卢宾-泰特形式群. 则存在
θ = εX +O(X2) ∈ OK̆JXK,使得 ε ∈ UK̆ ,

θφ = θ ◦ [u]F ′ , θφ ◦ e′ = e ◦ θ, ϕ = ϕK .
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设 λn ∈ F [πn]−F [πn−1], πΣ = θ(λn). 则

πσ̃Σ = θφ(λσn) = θφ
(
[u−1]F (λn)

)
= θ(λn) = πΣ.

由于 i = n 时, e′i
(
θ(λn)

)
= θφ

i(
ei(λn)

)
= 0, i = n − 1 时, 它非零. 因此 πΣ ∈ F ′[π′n] − F ′[π′n−1],

Σ = K(πΣ), NΣ/K(−πΣ) = π′ = uπ,

rLn/K(σ) = NΣ/K(−πΣ) = π′ ≡ u mod NLn/KL
×
n ,

因此

(a, Ln/K) = (πvK(a), Ln/K)(u, Ln/K) = (u, Ln/K) = σ.

□

例题 3.13当K = Q,LT = Gm时, a = upvp(a) ∈ Q×
p , u ∈ Z×

p , λ = ζ − 1,其中 ζ 是本原 pn次单位根,则(
a,Qp(µpn)/Qp

)
ζ = ζu

−1
.

定理 3.41
Ln/K 的范数群为 (π)× U (n)

K . 因此,Kab = K̃(LT [π∞])为K 的极大阿贝尔扩张.

证明 由于 a = uπ
vK(a)
K 时, a ∈ NLn/KL

×
n 当且仅当 [u−1]LT = idLT [πn], 即 u ∈ U

(n)
K . 设 L/K 是有

限阿贝尔扩张, 则 πfZ × U
(n)
K ∈ NL/KL

×. 和分圆域情形类似, 此时 πfZ 对应的是非分歧扩张, 因此
L ⊆ K̃(LT [π∞]). □

对于K×的高阶单位群,它在范剩余符号下的像是 G(L/K)的高阶分歧群.

定理 3.42
设 L/K 是有限阿贝尔扩张,范剩余符号

( , L/K) : K× → G(L/K)

将 U
(n)
K 映为 Gn(L/K). 特别地,

{
Gt(L/K)

}
t≥−1

仅在整数处有跳跃.

证明 见 [15, Chapter V, §6],这里省略. □

§3.2.4 希尔伯特符号

我们称互反映射的逆

( , L/K) : K× → G(L/K)ab

为局部范数剩余符号. 对于 C/R情形, (a,C/R) = sgn(a) ∈ G(C/R).

假设K ⊇ µn. 设 L = K(
n
√
K×),则NL/KL

× = K×n,因此

G(L/K) ∼= K×/K×n.

另一方面,我们有自然同构

Hom(G(L/K), µn) ∼= K×/K×n(
σ 7→ ( n

√
a)σ

n
√
a

)
←[ a.
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因此双线性映射

G(L/K)×Hom(G(L/K), µn) −→ µn

(σ, χ) 7−→ χ(σ)

诱导了 (
,

p

)
: K×/K×n ×K×/K×n → µn.

称之为 n次希尔伯特符号.

由定义我们有:

命题 3.43
对于 a, b ∈ K×,

(a,K(
n
√
b)/K)

n
√
b =

(
a, b

p

)
n
√
b.

一般的希尔伯特符号和我们在2.2.5节中接触的二次希尔伯特符号一样, 也有着一系列易于计算的
性质.

命题 3.44

(1)
(
aa′,b
p

)
=
(
a,b
p

)(
a′,b
p

)
,
(
a,bb′

p

)
=
(
a,b
p

)(
a,b′

p

)
;

(2)
(
a,b
p

)
= 1 ⇐⇒ a ∈ NK(

n√
b)/KK( n

√
b)×;

(3)
(
a,b
p

)
= 1, ∀b =⇒ a ∈ K×n;

(4)
(
a,b
p

)
=
(
b,a
p

)−1
;

(5)
(
a,−a
p

)
=
(
a,1−a

p

)
= 1.

证明 (1-3)由定义和互反映射的性质可得. 设 b ∈ K×, x ∈ K 使得 xn − b 6= 0,设 d是 n的最大的因子

使得 d
√
b ∈ K. 设 βn = b,则 K(β)/K 是m = n/d次循环扩张且 i ≡ j mod d时, x− ζiβ 是 x− ζjβ 的

共轭元,其中 ζ 是一个 n次本原单位根. 于是

xn − b =
d−1∏
i=0

NK(β)/K(x− ζiβ)

是K( n
√
b)/K 的一个范数,因此 (

xn − b, b
p

)
= 1.

由此可得 (5). 最后

1 =

(
ab,−ab

p

)
=

(
a, b

p

)(
a,−a
p

)(
b, a

p

)(
b,−b
p

)
=

(
a, b

p

)(
b, a

p

)
得到 (4). □

� 练习 3.2.4对于 C/R, n = 2,证明
(
a,b
∞

)
= (−1)

sgna−1
2

· sgnb−1
2 .

设K( 6= R,C)的剩余特征为 p,假设 p - n. 我们来计算该情形即所谓的温希尔伯特符号. 由于 K 的

单位根群为 µq−1,因此 n | q − 1.
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引理 3.45
设 p - n, x ∈ K×,则K( n

√
x)/K 非分歧当且仅当 x ∈ UKK×n.

证明 设 x = uyn, u ∈ UK , y ∈ K×,则 K( n
√
x) = K( n

√
u). 设 κ′ 为 Xn − u在 κ上的分裂域, K ′/K 是

非分歧扩张且 κ′是K ′的剩余域. 由亨泽尔引理,Xn − u在K ′上完全分解,因此K( n
√
u) ⊆ K ′非分歧.

反之,若 L = K( n
√
x)非分歧,令 x = uπr, u ∈ UK , π是素元,则 vL(

n
√
uπr) = r/n ∈ Z,从而 n | r. □

由于 UK = µq−1 × U (1)
K ,因此任一 u ∈ UK 可分解为

u = ω(u)〈u〉,

其中 ω(u) ∈ µq−1, 〈u〉 ∈ U (1)
K .

命题 3.46
设 p - n, a, b ∈ K×,则 (

a, b

p

)
= ω

(
(−1)αβ b

α

aβ

)(q−1)/n

,

其中 α = vK(a), β = vK(b).

证明 由于右侧是双线性的,因此我们只需证明 a = π, b = −πu, u ∈ UK 的情形. 而
(
π,−π
p

)
= 1,因此只

需证 a = π, b = u的情形. 设 y = n
√
u,K ′ = K(y),则K(y)/K 非分歧,因此 (π,K(y)/K)是弗罗贝尼乌

斯映射 ϕ = ϕK(y)/K ,于是(
π, u

p

)
=
ϕy

y
≡ yq−1 ≡ u(q−1)/n ≡ ω(u)(q−1)/n mod p.

由于 µn ⊆ µq−1 = κ×,因此两侧相等. □
我们可以看出

(
π,u
p

)
不依赖于 π的选取,定义勒让德符号(或 n次剩余符号)(

u

p

)
:=

(
π, u

p

)
= ω(u)(q−1)/n.

� 练习 3.2.5
(
u
p

)
= 1当且仅当 u mod p是一个 n次方.

我们来证明本节定义的希尔伯特符号和2.2.5节定义的一致. 我们只需证明K = Q2, n = 2时,(
2, a

2

)
= (−1)(a2−1)/8,

(
a, b

2

)
= (−1)

a−1
2

· b−1
2 , a, b ∈ UQ2 .

由于 UQ2/U
2
Q2

= 〈−1, 5〉,我们只需要考虑 a, b = −1或 5.
(
−1,x
2

)
= 1当且仅当 x ∈ NQ(

√
−1)/Q,因此(

−1,2
2

)
=
(
−1,5
2

)
= 1. 但是 −1不是个平方,因此

(
−1,−1

2

)
= −1. 由于

(
2,2
2

)
=
(
2,−1
2

)
= 1,而 2不是

个平方,这迫使
(
2,5
2

)
= −1.

� 练习 3.2.6证明 UQ2/U
2
Q2

= 〈−1, 5〉.
可以看出, p | n的情形 (野希尔伯特符号)相对而言更复杂. 具体的结果由 Brückner于 1964年给出,

见 [15, Theorem 5.3.7].
� 练习 3.2.7了解和学习整体函数域情形的局部类域论.

§3.3 整体类域论

整体类域论中的 G模 A是所谓的伊代尔类群.
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3.3 整体类域论

§3.3.1 阿代尔和伊代尔

定义 3.47 (阿代尔环)
称

AK :=
∏
v

′
Kv

为数域 K 的阿代尔环. 这里的 ′ 表示相对于 Ov 的限制直积,即除有限多个素位外, αv ∈ Ova. 它
的拓扑定义为相应的乘积拓扑的限制拓扑. 其中的元素被称为K 的阿代尔 (adéle).

a一般地,给出一族局部紧群 (Gλ),对除有限多个 λ外给了一个紧开子群 Uλ,则其直积中满足除有限多个 λ外, xλ ∈ Uλ

的元素称之为限制直积.

定义 3.48 (伊代尔群)
称阿代尔环的乘法群

IK = A×
K =

∏
v

′
K×
v

为 K 的伊代尔群,其中的元素被称为伊代尔 (idéle). 容易看出,伊代尔群是 K×
v 相对于 O×

v 的限

制直积.

嵌入K ↪→ Kv 诱导了对角嵌入

K× ↪→ IK .

我们称K×的像为主伊代尔.

定义 3.49 (伊代尔类群)
商群 CK = IK/K×被称为K 的伊代尔类群.

对于 v | ∞,定义

Ov =

R≥0, v是实素位;

C, v是复素位.

设 S是K的素位的一个有限集合,我们记 ISK 为 S以外的素位处都属于O×
v 的伊代尔构成的子群. 显然

IK =
⋃
S

ISK .

记

KS = K× ∩ ISK .

如果 S∞ = {v | ∞}包含所有无穷素位,则KS∞ = O×
K .

考虑群同态

( ) : IK −→ IK

α 7−→ (α) =
∏
p-∞

pvp(αp).
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第三章 类域论

它的核是

IS∞
K =

∏
p-∞

O×
p ×

∏
p|∞

K×
p .

这诱导了群同态

CK → ClK ,

核为 IS∞
K K×/K×.

命题 3.50
K×是 IK 的离散闭子群.

证明 只需证明 1有一个不包含其它主伊代尔的开集即可. 取

U =
{
α ∈ IK | v -∞时, αv ∈ O×

v ; v | ∞时, |αv − 1|v < 1.
}

如果 1 6= x ∈ U 是一个主伊代尔,则

1 =
∏
v

|x− 1|v <
∏
v-∞

|x− 1|v ≤
∏
v-∞

max {|x|v, 1} = 1,

矛盾.

由于 (x, y) 7→ xy−1是连续的,存在 1的一个开邻域 V 使得 V V −1 ⊆ U . 对于任意 y ∈ IK ,如果 yV

包含两个不同的主伊代尔 x1 = yv1, x2 = yv2 ∈ K×,则 x1x
−1
2 = v1v

−1
2 ∈ U ,矛盾! 因此 yV 里只有至多

一个主伊代尔,因此K×是闭子群. □
� 练习 3.3.1 (1) AQ = (Ẑ⊗Z Q)× R.

(2) AQ/Z是紧的,连通的.

(3) AQ/Z任意唯一可除,即对于任意 y ∈ AQ/Z, n ∈ Z,存在唯一的 x ∈ ZQ/Z使得 nx = y.

§3.3.2 域扩张中的伊代尔

设 L/K 是数域的有限扩张. 我们记

Lp =
∏
P|p

LP = L⊗K Kp.

它是 [L : K]次Kp代数. 自然的对角嵌入Kp ↪→ Lp诱导了 AK ↪→ AL以及

IK −→ IL

α 7−→ α′,

其中 α′
P = αp ∈ K×

p ⊆ L×
P,P | p.

设 σ : L
∼−→ σL是一个同构,则它同样诱导了同构 σ : IL → IσL. 对于 L的任一素位 P,设 α ∈ LP

是 {αi ∈ L}在 |·|P下的极限,令σα ∈ (σL)σP是的 {σαi ∈ σL}在 |·|σP下的极限,则σ : LP
∼−→ (σL)σP.

对于 α ∈ IL,我们有 (σα)σP = σαP ∈ (σL)σP.如果 L/K 是伽罗瓦扩张,则任一 σ ∈ G = G(L/K)诱

导了同构 σ : IL → IL,因此 IL是 G模.

命题 3.51
如果 L/K 是有限伽罗瓦扩张,则 IGL = IK .
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3.3 整体类域论

证明 对于 α ∈ IL, σ ∈ G诱导了Kp同构 σ : LP → LσP, P | p. 因此

(σα)σP = σαP = αP = ασP,

即 σα = α, α ∈ IGL . 反之,若 α ∈ IGL ,则

(σα)σP = σαP = ασP.

如果 σ ∈ GP = G(LP/Kp), 则 σP = P, σαP = αP, αP ∈ K×
p . 一般地, αP = σαP = ασP. 而 G在

{P | p}上传递,因此 α ∈ IK . □

任一 αp ∈ L×
p 诱导了Kp向量空间 Lp上的自同构

αp : Lp −→ Lp

x 7−→ αpx,

它的行列式记为NLp/Kp
(αp). 由此定义了群同态

NLp/Kp
: L×

p → K×
p

以及

NL/K : IL → IK .

显然, αp = (αP)诱导的同构是 αP : LP → LP的直和,因此

NL/K(α)p =
∏
P|p

NLP/Kp
(αP).

命题 3.52
(1)对于K ⊆ L ⊆M , NM/K = NL/K ◦NM/L.
(2) 如果 M/K 是伽罗瓦扩张, L 是中间域, G = G(M/K), H = G(M/L), 则对于 x ∈ IL,
NL/K(α) =

∏
σ∈G/H σα.

(3) NL/K(α) = α[L:K], α ∈ IK .
(4)主伊代尔 x ∈ L×的范数是NL/K(x)对应的主伊代尔.

证明 类似域扩张情形. □

由于NL/K : IL → IK 将主伊代尔映为主伊代尔,因此它诱导了NL/K : CL → CK .

现在我们考虑域扩张下伊代尔类群的关系.

命题 3.53
设 L/K 是有限扩张,则 IK ↪→ IL诱导了嵌入 CK → CL.

证明 我们只需证明 IK ∩ L× = K×. 设M 是 L/K 的伽罗瓦闭包, G = G(M/K),

IK ∩ L× ⊆ IK ∩M× = (IK ∩M×)G = IK ∩M×G = IK ∩K× = K×.

□

命题 3.54
设 L/K 是有限伽罗瓦扩张, G = G(L/K),则 CL是自然的 G模且 CGL = CK .
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第三章 类域论

证明 L×是 IL的 G子模,因此 CL是自然的商模. 我们有 G模短正合列

1→ L× → IL → CL → 1,

这诱导了长正合列

1→ L×G → IGL → CGL → H1(G,L×)

由命题 3.22知 H1(G,L×) = 1,因此 CGL = IGL/L×G = IK/K× = CK . □

§3.3.3 整体域的埃尔布朗商

设 L/K 是数域的有限伽罗瓦扩张, G = G(L/K). 设 P | p, GP = G(LP/Kp) ⊆ G是其分解群. 我
们有

Lp =
∏

σ∈G/GP

LσP =
∏

σ∈G/GP

σ(LP),

因此

L×
p = Ind

GP

G L×
P, UL,p = Ind

GP

G UP

是诱导模. 由诱导模性质知

Hi(G,L×
p )
∼= Hi(GP.L

×
P), Hi(G,UL,p) = Hi(GP, UP).

命题 3.55
设 L/K 是数域循环扩张, S 包含K 的所有在 L中分歧的素位,则对于 i = 0,−1,

Hi(G, ISL) ∼=
⊕
p∈S

Hi(GP, L
×
P), Hi(G, IL) ∼=

⊕
p

Hi(GP, L
×
P).

这里,每个 p之上选取一个 P.

证明 由于 ISL =
(⊕

p∈S L
×
p

)
⊕ V, V =

∏
p/∈S UL,p,因此我们有

Hi(G, ISL) ∼=
⊕
p∈S

Hi(G,L×
p )⊕Hi(G,V ),

以及单射

Hi(G,V ) ↪→
∏
p/∈S

Hi(G,UL,p).

对于 p /∈ S, LP/Kp非分歧,因此 Hi(G,UL,p) = Hi(GP, UP) = 1. 由此我们得到第一个同构. 第二个由

Hi(G, IL) = lim−→
S

Hi(G, ISL) ∼= lim−→
S

⊕
p∈S

Hi(GP, L
×
P) =

⊕
p

Hi(GP, L
×
P)

可得. □

注对于 G = G(C/R),我们有

H−1(G,C×) = 1,#H0(G,C×) = 2.

因此在无穷素位的相应上同调也满足类域论公理.

� 练习 3.3.2设 i = 0,−1.
(1)对于任意多个 G模 Ak, Hi(G,⊕kAk) =

∏
k H

i(G,Ak).
(2)对于任意多个 G模 Ak, Hi(G,

∏
k Ak) ↪→

∏
k H

i(G,Ak)是单射.
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3.3 整体类域论

(3)对于 G模正向系 Ak, Hi(G, lim−→
k

Ak) = lim−→
k

Hi(G,Ak).

根据希尔伯特 90, H−1(GP, L
×
P) = 1,因此 H−1(G, IL) = 1. 换言之,一个伊代尔是范当且仅当在每

个局部如此.

设 np = [LP : Kp],则由上述结论可知:

命题 3.56
设 L/K 是循环扩张, S 包含K 的所有在 L中分歧的素位,则

H−1(G, ISL) = 1, h(G, ISL) =
∏
p∈S

np.

命题 3.57
设 L/K 是 n次循环扩张, S 包含K 的所有在 L中分歧的素位,则

h(G,LS) =
1

n

∏
p∈S

np.

证明 设 S 是 L中 S 之上的素位全体, {eP}是 V =
∏

P∈S R的标准基,则同态

λ : LS → V, λ(a) =
∑
P∈S

log |a|PeP

的核为 µ(L), 像为 (s − 1)维格, s = #S. 考虑 G在 V 上的作用 σeP = eσP, 则 λ是 G模同态. 因此
e0 =

∑
P eP和 λ(LS)生成 G不变的完全格 Γ. 由于作为 G模, Ze0 ∼= Z,我们有

0→ Ze0 → Γ→ Γ/Ze0 → 0,

Γ/Ze0 = λ(LS),因此

h(G,LS) = h
(
G,λ(LS)

)
= h(G,Z)−1h(G,Γ) =

1

n
h(G,Γ).

我们断言,存在子完全格 Γ′ ⊆ Γ使得

Γ′ =
∑

ZwP,

σwP = wσP. 设 |
∑
aPeP| = maxP |aP|. 存在 b > 0使得对任意 x ∈ V, γ ∈ Γ, |x − γ| < b. 选取充分大

的 t ∈ R和 γ ∈ Γ,使得 y = teP0 − γ 满足 |y| < b. 定义 wP =
∑

σP0=P σγ,则 σwP = wσP. 我们来说明
它们线性无关. 如果

∑
cPwP = 0系数不全为零,不妨设 |cP| ≤ 1且存在 cP′ = 1,则

wP =
∑

σP0=P

σγ = tnPeP − yP,

其中 |yP| ≤ gb, g = #G. 因此

0 =
∑

cPwP = t
∑

cPnPeP − z, |z| ≤ sgb.

而 t充分大时这不可能成立,因此 wP线性无关.

现在

Γ′ =
⊕
P

ZwP =
⊕
p∈S

⊕
P|p

ZwP =
⊕
p∈S

Γ′
p.
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而 Γ′
p = Ind

Gp

G ZwP0 是诱导模, Γ′在 Γ中有限指标,从而

h(G,LS) =
1

n
h(G,Γ′) =

1

n

∏
p∈S

(Gp,ZwP0) =
1

n

∏
p

np.

□

定理 3.58
设 L/K 是 n次循环扩张,则

h(G,CL) = n.

证明 设 a1, . . . , ah是 ClL的一组代表元, S为包含分歧、无穷素位以及 ai在K 中分解的素因子的一个

素位的有限集合,则 IL = ISLL×. 实际上,对于任意 α ∈ IL,设 (α) =
∏

P-∞PvP(αP) 为对应的分式理想.
设 (α) = ai(a), a ∈ L×, α′ = αa−1. 对于 P /∈ S, vP(α′

P) = 0, α′
P ∈ UP,因此 α′ ∈ ISL,从而 IL = ISLL×.

由正合列

1→ LS → ISL → ISLL×/L× → 1

可知 h(G,CL) = h(G, ISL)/h(G,LS) = n. □

推论 3.59
如果 L/K 是 n = pν 次循环扩张,则有无穷多K 的素位在 L中不分裂.

证明 假设不分裂的素位集合 S 有限. 设M/K 是 p次子扩张. 对于任意 p /∈ S,相应的分解群 Gp 6= G.
因此 Gp ⊆ G(L/M),即所有 p /∈ S 在M/K 中完全分裂.

对于任意 α ∈ IK ,由逼近定理,存在 a ∈ K× 使得对任意 p ∈ S, αpa
−1 包含在NMP/Kp

M×
P 的一个

开子群中. 而 p /∈ S 时MP = Kp,因此 αpa
−1自然落在NMP/Kp

M×
P 中. 因此 αa−1局部处处是范,从而

它是 IM 的范, α在 CK 中的类落在 NM/KCM 中. 故 CK = NM/KCM ,这与 h(G(M/K), CM ) = p矛

盾! □

推论 3.60
设 L/K 是数域的有限扩张. 如果K 几乎所有的素位都在 L中完全分裂,则 L = K.

证明 设M/K 是其伽罗瓦闭包, G = G(M/K),H = G(M/L). 设 P | p是M 的素位,则 L中 p之上的

素位个数为双陪集H\G/GP的大小. 因此 p在L中完全分裂当且仅当#H\G/GP = [L : K] = #H\G,
这意味着 GP = 1,即 p在M 中完全分裂.

设 σ ∈ G(M/K)为素数阶元,固定域为 K ′,则 K ′ 几乎所有的素位在M 中完全分裂,这与前述推
论矛盾! 因此M = K,L = K. □

§3.3.4 整体互反律

现在我们知道循环扩张 L/K 中 CL 的埃尔布朗商为 n = [L : K],因此我们只需要说明 H0 的大小

等于 n即可得到类域论公理. 我们略去证明过程.
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3.3 整体类域论

定理 3.61
设 L/K 是 n次循环扩张,则

#H0
(
G(L/K), CL

)
= n, H−1

(
G(L/K), CL

)
= 1.

推论 3.62
设 L/K 是循环扩张,则K 中元素是 L的范当且仅当在每个局部如此.

证明 设 G = G(L/K). 由于
1→ L× → IL → CL → 1

正合,我们有正合列
1 = H−1(G,CL)→ H0(G,L×)→ H0(G, IL).

由于 H0(G, IL) =
⊕

pH
0(GP, L

×
P),因此该命题成立. □

命题 3.63
设 T 是 G

(
Q(µ∞)/Q

)
的挠部分,则 T 的固定子域 Q̃是 Q的 Ẑ扩张.

证明 由于

G
(
Q(µ∞)/Q

)
= lim←−

n

G
(
Q(µn)/Q

) ∼= lim←−
n

(Z/nZ)× = Ẑ×,

而 Ẑ =
∏
p Zp,Z×

p
∼= Zp × Z/(p− 1)Z, p 6= 2或 Z2 × Z/2Z, p = 2. 因此

G
(
Q(µ∞)/Q

) ∼= Ẑ× ∼= Ẑ× T̂ , T̂ =
∏
p 6=2

Z/(p− 1)Z× Z/2Z,

而 T =
⊕

p 6=2 Z/(p−1)Z⊕Z/2Z的闭包是 T̂ ,因此 T 和 T̂ 的固定域相同,G(Q̃/Q) = G
(
Q(µ∞)/Q

)
/T̂ ∼=

Ẑ. □

固定 G(Q̃/Q)
∼−→ Ẑ,则我们有一个连续的满同态

d : GQ → Ẑ.

对于数域K,令 fK = [K ∩ Q̃ : Q],则我们有满同态

dK =
1

fK
d : GK → Ẑ.

这给出了一个 Ẑ扩张 K̃ = KQ̃/K,称之为K 的分圆扩张.

对于有限次阿贝尔扩张 L/K,定义

[ , L/K] : IK −→ G(L/K)

α 7−→
∏
p

(αp, LP/Kp).

由于对几乎所有的素位 p, LP/Kp非分歧,因此 αp ∈ Up的像是 1,从而右侧乘积有意义.

和局部类域论类似,我们可以对于无穷次阿贝尔扩张定义范剩余符号,且范剩余符号满足相应的函
子性. 我们不做详解.
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命题 3.64
对于任一单位根 ζ 和主伊代尔 a ∈ K×, [a,K(ζ)/K] = 1.

证明 由函子性我们有 [NK/Q(a),Q(ζ)/Q] = [a,K(ζ)/K]|Q(ζ). 因此我们只需对 K = Q 情形证明即
可. 出于同样的理由, 我们可以不妨设 ζ 是 `m 6= 2阶. 对于 a ∈ Q×, 设 a = upp

vp(a). 对于 p 6= `,∞,
Qp(ζ)/Qp非分歧, (p,Qp(ζ)/Qp)是弗罗贝尼乌斯 ϕp : ζ 7→ ζp. 由局部类域论可知

(a,Qp(ζ)/Qp)ζ = ζnp , np =


pvp(a), p 6= `,∞,

u−1
p , p = `,

sgn(a), p =∞.

因此

[a,Q(ζ)/Q]ζ = ζα,

其中

α =
∏
p

np = sgn(a)
∏
p-ℓ∞

pvp(a)u−1
ℓ = 1.

□
由此可知 [a, K̃/K] = 1, ∀a ∈ K×. 因此我们有

[ , K̃/K] : CK → G(K̃/K).

通过复合 dK : G(K̃/K)→ Ẑ,我们得到
vK : CK → Ẑ.

命题 3.65
vK 是满同态且是亨泽尔的.

证明 我们对有限伽罗瓦子扩张 L/K 来证明 [ , L/K]是满射. 由于在每个局部范剩余符号是满的,因此
[IK , L/K]包含所有的分解群,从而它的固定域M 上所有 p完全分裂,这意味着M = K, [IK , L/K] =

G(L/K). 所以 [IK , K̃/K] = [CK , K̃/K]在 G(K̃/K)中稠密.
对于任意 α ∈ IK ,定义

|α| =
∏
p

|αp|−1
p .

由乘积公式可知 | |在主伊代尔上平凡,因此它诱导了连续同态 | | : CK → R×
+. 我们不加证明地断言它

的核 C0
K 是紧的. 通过将 R×

+ 看成一个无穷素位处完备化的正实数部分,我们固定一个 | |的截面,从而
CK = C0

K × R×
+. 而 R×

+ 的像是平凡的,因此 CK 和 C0
K 的像相同,它是一个闭集,因此它的像等于它的

闭包 G(K̃/K). 故 vK 是满的.
对于有限扩张 L/K,由函子性我们有

vK(NL/KCL) = vK(NL/KIL) = dK [NL/KIL, K̃/K]

= fL/KdL[IL, L̃/L] = fL/KvL(CL) = fL/KẐ.
□

于是

dQ : GQ → Ẑ, vQ : CQ → Ẑ
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3.3 整体类域论

满足类域论公理. 我们有

定理 3.66
设 L/K 是数域的伽罗瓦扩张,我们有典范同构

rL/K : G(L/K)ab
∼−→ CK/NL/KCL.

它的逆

( , L/K) : CK → G(L/K)ab

被称为整体范剩余符号.

命题 3.67 (乘积公式)
设 L/K 是数域的伽罗瓦扩张,我们有典范同构

(a, L/K) =
∏
p

(ap, LP/Kp), a ∈ A×
K .

特别地,对于主伊代尔 a ∈ K×,我们有乘积公式∏
p

(a, LP/Kp) = 1.

证明 见 [15, Chapter VI, Proposition 5.6, Corollary 5.7],这里省略. □

§3.3.5 整体类域

定理 3.68
L 7→ NL = NL/KCL给出了K 的有限阿贝尔扩张 L和 CK 的有限指标闭子群的一一对应.

证明 我们需要证明范拓扑下开子群和和通常拓扑下有限指标闭子群一致. 我们省略. □
设 m =

∏
p-∞ pnp 为K 的理想,记

ImK =
∏
p

′
U

(np)
p .

定义 3.69 (同余子群和射线类群)
称

Cm
K = ImKK×/K×

为模 m的同余子群,称 CK/C
m
K 为模 m的射线类群.

命题 3.70
CK 的子群是有限指标闭子群当且仅当其包含一个同余子群.

证明 由于 ImK ⊆ IK 开,因此 Cm
K 是开子群. 由于 ImK ⊆ IS∞

K ,而 (CK : IS∞
K K×/K×) = hK <∞,因此

(CK : Cm
K) = hK(IS∞

K K× : ImKK×) ≤ h(IS∞
K : ImK)

= hK
∏
p|m

(Up : U
(np)
p )2r1
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第三章 类域论

有限. 从而 Cm
K 是有限指标闭子群,包含 Cm

K 的子群是有限多个陪集的不交并,也是有限指标闭子群.

反之,设 N 是有限指标闭子群,则 N 是开子群. 于是它在 IK 中的原像 U 是开集,它包含某个

W =
∏

p∈S−S∞

U
(np)
p ×

∏
p∈S∩S∞

Wp ×
∏
p/∈S

Up,

其中 p ∈ S ∩ S∞时,Wp ⊂ K×
p 是开集,它必然生成整个 Up,从而 U 包含某个 ImK , N ⊇ Cm

K . □
设 ImK 为所有和 m互素的分式理想, Pm

K 为所有主分式理想 (a),其中 a ≡ 1 mod m且 a全正 (即在
所有实嵌入下的像大于 0). 令

ClmK = ImK/Pm
K .

命题 3.71
自然同态 ( ) : IK → IK 诱导了同构 CK/C

m
K
∼= ClmK .特别地, ClmQ ∼= (Z/mZ)×.

证明 记

I(m)
K =

{
α ∈ IK | αp ∈ U

(np)
p , p | m∞

}
.

我们有 IK = I(m)
K K×,这是因为对于 α ∈ IK ,由逼近定理,存在 a ∈ K× 使得 αpa ≡ 1 mod pnp , p | m以

及 αpa > 0, p是实素位. 因此 β = αa ∈ I(m)
K , α = βa−1 ∈ I(m)

K K×. 显然 I(m)
K ∩K×对应的 Pm

K 中的理想,
因此我们有满同态

CK = I(m)
K K×/K× = I(m)

K /I(m)
K ∩K× → ImK/Pm

K .

显然 Cm
K = ImKK×/K× 在核中. 如果 [α] 在核中, α ∈ I(m)

K , 则存在 (a) ∈ Pm
K 使得 (α) = (a). 由于

a ∈ I(m)
K ∩K×,因此 β = αa−1 ∈ ImK , [α] = [β] ∈ Cm

K ,核为 Cm
K .

对每个 ClmQ 中的代表元,我们选择其正生成元,则我们得到满同态 ImK → (Z/mZ)×,显然它的核是
a ≡ m, a > 0生成的理想. □

称 Cm
K 对应的类域 Km 为射线类域, K 的任意有限阿贝尔扩张均包含在其中. 当 K = Q时,模 m

的射线类域就是 Q(µm),换言之,射线类域是分圆域的推广.

对于一个有限阿贝尔扩张,想要判断它落在哪个射线类域中,我们需要引入导子.

定义 3.72 (导子)
有限阿贝尔扩张 L/K 的导子 f为满足 L ⊆ K f的最小的 f.

命题 3.73
fL/K =

∏
p fLP/Kp

.

证明 设 N = NL/KCL,则对于 m =
∏

p p
np ,

Cm
K ⊆ N ⇐⇒ f | m,

∏
p

fp | m ⇐⇒ p | pnp , ∀p

因此我们只需证 Cm
K ⊆ N ⇐⇒ fp | pnp , ∀p. 我们知道一个伊代尔是范当且仅当每个局部是范, 因此

Cm
K ⊆ N 当且仅当每个局部 U

(np)
p ⊆ NL×

P,即 fp | pnp . □

推论 3.74
对于有限阿贝尔扩张 L/K, p分歧当且仅当 p | fL/K .
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3.3 整体类域论

令 m = 1,我们称K1为K 的大希尔伯特类域,它是K 的极大非分歧阿贝尔扩张.

命题 3.75
我们有正合列

1→ O×/O×
+ →

∏
实素位p

R×/R×
+ → Cl1K → ClK → 1,

其中 O×
+ 表示所有的全正单位.

证明 显然我们有

1→ IS∞
K K×/I1KK× → Cl1K → ClK → 1,

另一方面

1→ IS∞
K ∩K×/I1K ∩K× → IS∞

K /I1K → IS∞
K K×/I1KK× → 1.

由 IS∞
K ∩K× = O×, I1K ∩K× = O×

+, IS∞
K /I1K =

∏
p|∞

K×
p /Up =

∏
实素位p

R×/R×
+知该命题成立. □

K1中无穷素位完全分裂 (即实素位变成实素位)的极大子扩张被称为K 的希尔伯特类域.

命题 3.76
G(HK/K) ∼= ClK .

证明 HK/K是所有G(K1
p/Kp), p | ∞生成的子群G∞的固定域,它在范剩余符号下的像为所有K×

p 在

G(K1/K) ∼= IK/I1KK×中生成的子群,即

(
∏
p|∞

K×
p )I1KK×/I1KK× = IS∞

K K×/I1KK×,

因此

G(HK/K) = G(K1/K)/G∞ ∼= IK/IS∞
K K× ∼= ClK .

□

我们知道Q的射线类域由单位根生成,那么对于一般的数域而言,是否可以通过添加解析函数的特
殊值来得到呢? 目前为止, 人们仅知道虚二次域的情形. 该情形下, 射线类域由添加理想类的 j 函数值

得到,在此不做详解.

设 L/K 是 n次阿贝尔扩张, p非分歧,则

ϕp = (πp, LP/Kp)

不依赖于 πp的选取,且生成 Gp = G(LP/Kp). 记(
L/K

p

)
:= ϕp.

设 L ⊆ Km,即 f | m,则 p - m时 p非分歧,定义阿廷符号(
L/K

)
: ImK −→ G(L/K)

a =
∏
p

pvp 7−→
∏
p

(
L/K

p

)νp
.
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显然 (
L/K

a

)
= (
∏
p

〈πp〉νp , L/K),

因此它在 Pm
K 上平凡.

定理 3.77
设 L/K 是 n次阿贝尔扩张, f | m,则我们有满射(

L/K
)

: ClmK/H
m → G(L/K),

它的核为 Hm/Pm
K ,其中 Hm = (NL/KImL )Pm

K ,且我们有正合列的交换图

1 // NL/KCL //

��

CK
( ,L/K)//

��

G(L/K) // 1

1 // Hm/Pm
K

// ClmK

(
L/K

)
// G(L/K) // 1.

换言之,我们有同构 (
L/K

)
: ImK/Hm → G(L/K).

定理 3.78
设 L/K 是 n次阿贝尔扩张, f | m, p非分歧. 设 p在 ImK/Hm 中的阶为 f ,则 p在 L中分解为 n/f

个不同素理想的乘积. 特别地,完全分解的素理想为 H f中的素理想全体.

证明 这是因为 P | p的分解群的大小为弗罗贝尼乌斯 ϕp的阶,即 p在 ImK/Hm中的阶. □
例题 3.14当 K = Q时, p在 Q(µm)/Q中分解为 ϕ(m)/f 个不同素理想乘积,其中 f 为 p mod m的阶.
特别地,当且仅当 p ≡ 1 mod m时, p完全分解.

我们知道 G(HK/K) = ClK = IK/PK ,因此该扩张对应的 H1 = PK .

推论 3.79
K 中素理想在希尔伯特类域中完全分解当且仅当它是主理想.

定理 3.80
K 中任一理想在希尔伯特类域中变成主理想.

证明 见 [15, Chapter VI, Proposition 7.5],这里省略. □
一般而言,K 的希尔伯特类域类数不为 1. 一个自然的问题是,

K = K0 ⊆ K1 ⊆ · · ·

是否会在某一层停止?其中 Ki+1 = HKi . 答案是否定的, E. S. Golod和沙法列维奇证明了存在 K 使得

这个扩张塔可以一直增长下去.

§3.3.6 希尔伯特符号的整体性质

设K 包含 n次单位根.
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命题 3.81
对于 a, b ∈ K×, ∏

p

(
a, b

p

)
= 1.

对于与 n互素的理想 b =
∏

p-n p
νp ,以及和 b互素的元素 a,定义 n次剩余符号(a

b

)
=
∏
p-n

(
a

p

)νp
.

定理 3.82
如果 a, b ∈ K×互素且均和 n互素,则(a

b

)( b
a

)−1

=
∏
p|n∞

(
a, b

p

)
.

当我们取 n = 2,K = Q时,这就是高斯的二次互反律.
� 练习 3.3.3了解和学习整体函数域情形的整体类域论.
� 练习 3.3.4了解和学习几何类域论.
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内容提要

h 狄利克雷 L函数 4.1
h 赫克 L函数 4.24
h 解析类数公式 4.23

h 模形式 4.3
h 椭圆曲线 4.4

问题 4.1
是否有分析手段来研究数域的代数行为?

数论中人们关心的很多对象,例如类群、方程的解的结构等,都与某些分析对象有关,这些分析对象
我们可以使用很多分析工具来处理,因此构建算术和分析之间的联系是现代数论的主要研究目的.

§4.1 黎曼 ζ 函数和狄利克雷 L函数

§4.1.1 狄利克雷特征

定义 4.2 (狄利克雷特征)
设 N 是正整数,模 N 的狄利克雷特征是指群同态

χ : (Z/NZ)× → S1.

其中 S1 = {z ∈ C : |z| = 1}. 我们可以扩充定义 χ : Z→ C,使得 (n,N) > 1时 χ(n) = 0.

定义 4.3 (导子和本原)
对于 N 的正因子 d, 一个模 d 的狄利克雷特征 χ1 诱导了模 N 的狄利克雷特征 (Z/NZ)× →
(Z/dZ)× χ1−→ S1. 对于狄利克雷特征 χ,这样的最小的 d我们称之为 χ的导子 fχ. 记 χprim = χ1,
则 fχprim = fχ = d. 如果 fχ = N,χprim = χ,我们称之为本原的;否则称之为非本原的.

例题 4.1 (1)设 χ : (Z/8Z)× → S1, χ(1) = χ(5) = 1, χ(3) = χ(7) = −1,则 χ(a+4) = χ(a),从而 fχ = 4.
(2)设 p是奇素数. 勒让德符号

(
·
p

)
是导子为 p的狄利克雷特征.

� 练习 4.1.1设 n是正整数. 证明雅克比符号
( ·
n

)
是狄利克雷特征. 计算它的导子.

定义 4.4 (狄利克雷特征的 L函数)
称

L(s, χ) =

∞∑
n=1

χ(n)n−s =
∏
p

(
1− χ(p)p−s

)−1
, Re(s) > 1

为 χ的 L函数,其中右侧的乘积被称为欧拉乘积. 特别地, χ = 1时,

ζ(s) := L(s, 1) =
∞∑
n=1

n−s =
∏
p

(1− p−s)−1

被称为黎曼 ζ 函数. 容易看出 χ非本原时, L(s, χ)和 L(s, χprim)仅相差有限个欧拉因子.
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我们将证明 L(s, χ)可以解析延拓.

� 练习 4.1.2设 N = 4, χ(1 + 2k) = (−1)k,证明 L(1, χ) = π
4 .

设 χ是模 N 的本原特征, ζ = ζN = e2πi/N . 定义高斯和

τ(χ) =
∑

n mod N

χ(n)ζn. (4.1)

引理 4.5∑
n mod N

χ(n)ζnm = χ(m)τ(χ).

证明 如果 (m,N) = 1, ∑
n mod N

χ(n)ζnm = χ(m)
∑

n mod N

χ(nm)ζnm

=χ(m)
∑

n mod N

χ(n)ζn = χ(m)τ(χ).

一般地,设 d = (m,N),m = dm1, N = dN1. 由本原性,存在 c ≡ 1 mod N1使得 χ(c) 6= 1,于是∑
n≡r mod N1

χ(n) =
∑

n≡r mod N1

χ(cn) = χ(c)
∑

n≡r mod N1

χ(n)

为 0, ∑
n mod N

χ(n)ζnm =
∑

n mod N

χ(n)ζnm1
N1

=

N1−1∑
r=0

∑
n≡r mod N1

χ(n)ζnm1
N1

=

N1−1∑
r=0

ζrm1
N1

∑
n≡r mod N1

χ(n) = 0,

命题得证. □

引理 4.6
|τ(χ)| =

√
N.特别地, τ(χ) 6= 0.

证明 注意到 ∣∣∣∣∣ ∑
n mod N

χ(n)ζnm

∣∣∣∣∣
2

=
∑

n1,n2 mod N
(n1n2,N)=1

χ(n1 − n2)ζ(n1−n2)m.

对m mod N 求和,我们得到

ϕ(N)|τ(χ)| =
∑

m mod N

∑
n1,n2 mod N
(n1n2,N)=1

χ(n1 − n2)ζ(n1−n2)m = ϕ(N)N,

因此 |τ(χ)| =
√
N . □

� 练习 4.1.3证明 τ(χ)τ(χ) = χ(−1)N .

例题 4.2设 χ(n) =
(
n
p

)
,则 τ(χ) =

√
(−1)(p−1)/2p,见 [11, Chapter IV, §3].

现在我们有

χ(n) =
1

τ(χ)

∑
m mod N

χ(m)ζnm =
χ(−1)τ(χ)

N

∑
m mod N

χ(m)ζnm.

于是我们可以将 χ延拓至整个 R上.
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§4.1.2 解析延拓和函数方程

设 f 是 R上足够好函数1. 定义

f̂(x) =

∫ ∞

−∞
f(y)e2πixy dy

为其傅里叶变换,则 f̂ 的傅里叶变换为 f(−x).

命题 4.7 (泊松求和公式) ∑
n∈Z

f(n) =
∑
n∈Z

f̂(n).

证明 考虑 F (x) =
∑
n∈Z

f(x+ n)的傅里叶展开

F (x) =
∑
n∈Z

ane
2πinx, an =

∫ 1

0
F (x)e−2πinx dx,

则 ∑
n∈Z

f(n) = F (0) =
∑
n∈Z

an =
∑
n∈Z

f̂(n).

□

命题 4.8
设 χ是本原模 N 特征, ∑

n∈Z
χ(n)f(n) =

χ(−1)τ(χ)
N

∑
n∈Z

χ(n)f̂
( n
N

)
.

证明 设

f1(x) = χ(x)f(x) =
χ(−1)τ(χ)

N

∑
m mod N

χ(m)ζmxf(x),

则

f̂1(x) =
χ(−1)τ(χ)

N

∑
m mod N

χ(m)f̂

(
Nx+m

N

)
.

因此 ∑
n∈Z

χ(n)f(n) =
χ(−1)τ(χ)

N

∑
m mod N

∑
n∈Z

χ(m)f̂

(
Nx+m

N

)
=
χ(−1)τ(χ)

N

∑
n∈Z

χ(n)f̂
( n
N

)
,

命题得证. □
对于实部大于 0的复数 t,令

ft,ε = xεe−πtx
2
, ε = 0, 1.

� 练习 4.1.4证明
f̂t,ε = iεt−

1
2
−εf 1

t
,ε.

1只有有限多间断点的分段连续函数, 全变分有界, 在间断点的值为左右极限的平均值, 且存在 c1 > 0, c2 > 1, |f(x)| <
c1 min(1, x−c2).
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设 χ是本原模 N 特征,且 χ(−1) = (−1)ε,定义 θ函数

θχ(t) =
1

2

∑
n∈Z

χ(n)ft,ε(n) =
χ(0)

2
+

∞∑
n=1

nεχ(n)e−πn
2t.

� 练习 4.1.5对 ft,ε应用命题 4.8,证明

θχ(t) =
(−i)ετ(χ)
N ε+1tε+

1
2

θχ

(
1

N2t

)
.

称

Γ(s) =

∫ ∞

0
e−yys

dy

y

为 Γ函数.

� 练习 4.1.6 (1) Γ(s+ 1) = sΓ(s),因此 Γ(n+ 1) = n!, n ∈ N.

(2) Γ(12) =
√
π.

命题 4.9
Γ可以亚纯延拓至复平面,处处非零,仅在 s = 0,−1,−2, . . . 处有单极点,留数为 (−1)s

(−s)! . Γ满足函
数方程

Γ(s)Γ(1− s) = π

sinπs
, Γ(s)Γ(s+

1

2
) =

2
√
π

22s
Γ(2s).

定理 4.10
令

Λ(s, χ) = π−
s+ε
2 Γ

(
s+ ε

2

)
L(s, χ),

则Λ(s, χ)可以亚纯延拓至整个复平面. 当 χ 6= 1时,它是全纯的;当 χ = 1时,它有单极点 s = 0, 1

且留数为 ∓1. 我们有函数方程

Λ(s, χ) = (−i)ετ(χ)N−sΛ(1− s, χ̄).

证明 如果 χ 6= 1, χ(0) = 0. 当 Re(s) > 0时,∫ ∞

0
e−πtn

2
t
s+ε
2
dt

t
= π−

s+ε
2 Γ

(
s+ ε

2

)
n−s−ε,

因此

Λ(s, χ) =

∫ ∞

0
θχ(t)t

s+ε
2

dt

t
.

当 t→∞时 θ函数是急减的. 根据 θ函数的函数方程,当 t→ 0它也是急减的. 因此右侧积分在整个复
平面收敛. 于是我们得到 Λ(s, χ)的延拓. 利用 θ函数的函数方程我们可以得到 Λ(s, χ)的函数方程.

如果 χ = 1, θ(t) = 1
2 +

∑∞
n=1 e

−πn2t. 此时

ζ̂(s) = Λ(s, 1) = π−
s
2Γ
(s
2

)
ζ(s) =

∫ ∞

0

(
θ(t)− 1

2

)
t
s
2
dt

t
.
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4.1 黎曼 ζ 函数和狄利克雷 L函数

当 Res > 1时, ∫ 1

0

(
θ(t)− 1

2

)
t
s
2
dt

t
=

∫ 1

0
θ(t)t

s
2
dt

t
− 1

s

=

∫ ∞

1
θ

(
1

t

)
t−

s
2
dt

t
− 1

s
=

∫ ∞

1
θ(t)t

1−s
2

dt

t
− 1

s

=

∫ ∞

1

(
θ(t)− 1

2

)
t
1−s
2

dt

t
−
(

1

1− s
+

1

s

)
,

因此

ζ̂(s) =

∫ ∞

1

(
θ(t)− 1

2

)
(t

s
2 + t

1−s
2 )

dt

t
−
(
1

s
+

1

1− s

)
.

当 t→∞时, θ(t)− 1
2 是急减的,因此该积分在 s 6= 0, 1处收敛,故 Λ(s)可以全纯延拓至 C− {0, 1}. 显

然 Λ(s) = Λ(1− s)且 Λ(s)在 s = 0, 1处有单极点,留数为 1. □
� 练习 4.1.7如果 χ是实特征,即 χ : (Z/mZ)× → {±1},则 τ(χ) = iε

√
N .

推论 4.11
ζ(s)可以解析延拓至 C− {1},且在 s = 1处有单极点,留数为 1. ζ(s)满足函数方程

ζ(1− s) = 2(2π)−sΓ(s) cos
(πs
2

)
ζ(s).

� 练习 4.1.8证明上述推论.

§4.1.3 特殊值

我们称泰勒展开

F (t) =
tet

et − 1
=

∞∑
k=0

Bk
tk

k!
= 1 +

1

2
t+

1

6

t2

2
− 1

30

t4

4!
+

1

42

t6

6!
+ . . .

中的 Bk 称为伯努利数. 由于 F (−t) = F (t)− t,因此 B2k+1 = 0, k ≥ 1.

命题 4.12
对于正整数 k,

ζ(1− k) = −Bk
k
.

因此对于正整数 k,

ζ(2k) = (−1)k+1 (2π)
2k

2(2k)!
B2k.

对于狄利克雷特征 χ 6= 1,考虑

Fχ(t) =
N∑
a=1

χ(a)
teat

eNt − 1
=

∞∑
k=0

Bk,χ
tk

k!
.

我们有 Fχ(−t) = χ(−1)Fχ(t),因此 B2k+ε,χ = 0, k ≥ 0.

命题 4.13
对于正整数 k,

L(1− k, χ) = −
Bk,χ
k

.
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因此对于正整数 k ≡ ε mod 2,

L(k, χ) = (−1)1+(k−ε)/2τ(χ)
(2π/N)k

2iεk!
Bk,χ.

我们知道 ζ 函数在负偶数处为零,这样的零点被称为 ζ 函数的平凡零点,其它的被称为非平凡零点.
ζ函数的非平凡零点和素数分布有关. 设 π(x)为不超过 x的素数个数,则通过证明 ζ的非平凡零点位于

0 < Re(s) < 1,可以得到

π(x) ∼
∫ x

0

dt

ln t
∼ x

lnx
,

而更精确的零点信息可以得到余项信息. 著名的黎曼猜想

ζ 的非平凡零点位于 Re(s) =
1

2

等价于

π(x) =

∫ x

0

dt

ln t
+O(x1/2 lnx).

对于 L函数,人们也猜测它的非平凡零点位于函数方程的对称轴上 (广义黎曼猜想). 对于狄利克雷 L函

数,对称轴为 Re(s) = 1
2 .

定理 4.14
设 χ是导子 N > 3的狄利克雷特征,则 χ是偶特征时,

L(1, χ) = −τ(χ)
N

N−1∑
a=1

χ(a) log |1− ζa| = −τ(χ)
N

N−1∑
a=1

χ(a) log
(
sin

πa

N

)
;

χ是奇特征时,

L(1, χ) =
τ(χ)πi

N2

N−1∑
a=1

χ(a)a.

证明 对于 a ∈ (Z/NZ)×,考虑
+∞∑
n=1

ζann−s, Re(s) > 1.

通过收敛性估计,我们可以得知 s→ 1+时它的极限为
+∞∑
n=1

ζann−1 = − log(1− ζa).

这里我们选择将正实数映为正实数的 log的一个分支. 于是
N−1∑
a=1

χ(a)

+∞∑
n=1

ζann−s = τ(χ)

∞∑
n=1

χ(n)n−s,

因此

L(1, χ) = −χ(−1)τ(χ)
N

N−1∑
a=1

χ(a) log(1− ζa).

注意到

log(1− ζa) = log |1− ζa|+ πi(
a

N
− 1

2
).
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4.2 戴德金 ζ 函数与赫克 L函数

当 χ是奇特征时, |1− ζa| = |1− ζ−a|,于是
N−1∑
a=1

χ(a) log(1− ζa) =
N−1∑
a=1

χ(−a) log(1− ζa)

= −
N−1∑
a=1

χ(a) log(1− ζa) = 0.

因此

L(1, χ) =
τ(χ)

N

N−1∑
a=1

χ(a)πi

(
a

N
− 1

2

)
=
τ(χ)πi

N2

N−1∑
a=1

χ(a)a.

当 χ是偶特征时,
N−1∑
a=1

χ(a)

(
a

N
− 1

2

)
=

N−1∑
a=1

χ(a)

(
−a
N
− 1

2

)

= −1

2

N−1∑
a=1

χ(a) = 0.

因此

L(1, χ) = −τ(χ)
N

N−1∑
a=1

χ(a) log(1− ζa) = −τ(χ)
N

N−1∑
a=1

χ(a) log

(
sin

πa

f

)
.

命题得证. □

§4.2 戴德金 ζ 函数与赫克 L函数

现在我们来考虑一般数域K. 定义戴德金 ζ 函数

ζK(s) =
∑
a

Na−s,

其中 a取遍 OK 的所有非零理想. 容易证明 ζK(s)在 Re(s) > 1收敛且有欧拉乘积

ζK(s) =
∏
p

(1−Np−s)−1.

定义 4.15 (赫克特征)
称连续同态 χ : CK → C×为拟赫克特征. 如果它的像落在 S1中,则称之为 (酉)赫克特征.

狄利克雷 L函数在一般数域上的推广为赫克 L函数. 设 χ为赫克特征,定义

L(s, χ) =
∏
v-∞

(1− χ(v)Np−s)−1

为其赫克 L函数,其中在映射 K×
v → CK → S1 下 χ(O×

v ) = 1时, χ(v) := χ(πv);否则定义为 0. 通过乘
以适当的 Γ函数和判别式、导子等,我们可以定义完备的赫克 L函数 Λ(s, χ).
我们将使用泰特的方法来得到它们的函数方程.

§4.2.1 泰特的方法

设 k是一局部域,即 R,C或 Qp的有限扩张.
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定义 4.16 (施瓦兹函数)
k = R或 C上的施瓦兹函数是指急减光滑函数; k/Qp 上的施瓦兹函数是紧支撑的局部常值函数.
记 S(k,C)为 k上复值施瓦兹函数全体.

我们选取 k上的哈尔测度

k/Qp时, dx满足 ∫
Ok

dx = ∆
−1/2
k/Qp

;

k = R时为通常的勒贝格测度;
k = C时为通常的勒贝格测度的 2倍.

于是

d×x =


dx
|x| , k = R或C

1
1−Np−1 · dx|x| , k/Qp

是 k×上的哈尔测度. 注意 k = C时 |x| = xx̄.

定义 4.17
连续的群同态 χ : k× → C×被称为拟特征. 如果它的像落在 S1中,则称之为 (酉)特征.

� 练习 4.2.1拟特征一定可以表为 χ = χ0| · |s,其中 χ0是酉特征, s ∈ C. 我们记 Re(χ) = Re(s).
对于 f ∈ S(k,C)和拟特征 χ = χ0| · |s,定义局部 ζ 函数

ζ(f, χ) :=

∫
k×
f(x)χ(x) d×x.

� 练习 4.2.2证明 ζ(f, χ)在 Re(χ) > 0处绝对收敛.
定义 f ∈ S(k,C)的傅里叶变换为

f̂(x) =

∫
k
f(y)ψ(xy) dy,

则 f̂ ∈ S(k,C),且 f̂ 的傅里叶变换为 f(−x). 对于拟特征 χ,定义

χ̂(x) = |x|χ−1(x).

引理 4.18
设 f, g ∈ S(k,C), 0 < Re(χ) < 1. 我们有函数方程

ζ(f, χ)ζ(ĝ, χ̂) = ζ(f̂ , χ̂)ζ(g, χ).

证明 将左式写为 ∫∫
f(x)ĝ(y)χ(xy−1)|y| d×x d×y,

然后做变量替换 (x, y)→ (x, xy),则我们得到∫∫
f(x)ĝ(xy)χ(y−1)|xy| d×x d×y.

展开, ∫∫∫
f(x)g(z)χ(y−1)|xy|ψ(xyz) d×x d×y d×z.

这关于 f, g是对称的,因此我们得到右式. □
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4.2 戴德金 ζ 函数与赫克 L函数

如果存在 f 使得 ζ(f̂ , χ̂) 6= 0, 则我们可定义 w(χ) = ζ(f, χ)/ζ(f̂ , χ̂). 具体的 f 和计算可见 [11,
Chapter XIV, §4].

定理 4.19
函数 ζ(f, χ)可以亚纯延拓至复平面,且满足函数方程

ζ(f, χ) = w(χ)ζ(f̂ , χ̂).

这里 w(χ)在 0 < Re(χ) < 1上有定义,并可亚纯延拓至复平面.

� 练习 4.2.3根据函数方程我们有
w(χ)w(χ̂) = χ(−1);
w(χ̄) = χ(−1)w(χ);
如果 Re(χ) = 1

2 ,则 |w(χ)| = 1.

现在考虑数域K.

定义 4.20 (施瓦兹函数)
AK 上的施瓦兹函数是指所有形如 f = ⊗vfv, fv ∈ S(Kv,C)的函数的线性组合,其中对几乎所有
的 v, fv = 1Ov .

注意到对几乎所有的 v, Ov 的体积为 1. 因此局部的哈尔测度给出了 AK 上的哈尔测度 = dx =∏
v dxv,它诱导了 AK/K 上的哈尔测度 dx,见 [11, Chapter XIV, §5]. 我们有∫

AK

f(x) dx =
∏
v

∫
Kv

fv(xv) dxv,

且 f 相对

〈x, y〉 =
∏
v

ψv(xvyv)

的傅里叶变换为 f̂ = ⊗vf̂v.

� 练习 4.2.4拟赫克特征一定可以表为 χ = χ0| · |s,其中 χ0 是特征, s ∈ C, | · |为伊代尔上的范数. 我们记
Re(χ) = Re(s).

对于 f ∈ S(K,C)和拟赫克特征 χ = χ0| · |s,定义 ζ 函数

ζ(f, χ) :=

∫
IK
f(x)χ(x) d×x.

类似于狄利克雷 L函数,该函数可以表为某种 s与 1− s对称的形式,从而可以得到它的亚纯延拓. 通过
局部的计算,我们可以得到整体的函数方程.

定理 4.21
ζ(f, χ)可以亚纯延拓至复平面,且满足函数方程

ζ(f, χ) = ζ(f̂ , χ̂).

仅当 χ = | · |s时 ζ(f, χ)有极点,分别为 s = 0和 1的单极点,留数为

−Ress=0ζ(f, χ) = Ress=1ζ(f, χ) = f(0)
2r1+r2πr2hR

w|∆K |
1
2

,

其中 h为 K 的类数, R为调整子, w为 µ(K)大小, ∆K 为判别式, r1, r2 分别为 K 的实素位和复
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素位的个数.

令

fv(x) =


1Ok

(x), v -∞;

exp(−πx2), Kv = R;

exp(−πxx̄), Kv = C,

则我们可得戴德金 ζ函数与赫克L函数的解析延拓和函数方程. 具体细节可参考 [9, §7.5]和 [10, §11.2].

§4.2.2 解析延拓与函数方程

令

ζ̂K(s) = |∆K |
s
2 2(1−s)r2π−

ns
2 Γ(s/2)r1Γ(s)r2ζK(s).

定理 4.22
ζ̂K(s)可以解析延拓至 C− {0, 1}且有函数方程

ζ̂K(s) = ζ̂K(1− s).

它在 s = 0, 1处有单极点,留数为 ∓2r1+r2hR
w ,其中 h为K 的类数, R为调整子, w为 µ(K)大小.

推论 4.23
ζK(s)可以解析延拓至 C− {1},在 s = 1处有单极点且

Ress=1ζK(s) =
2r1(2π)r2

w|∆K |
1
2

hR.

ζK(s)满足函数方程

ζK(s) = |∆K |s−
1
2

(
cos

πs

2

)r1+r2 (
sin

πs

2

)r2
2n(2π)−nsΓ(s)nζK(1− s).

ζK 在 s = 0处为 r1 + r2 − 1阶零点,且

lim
s→0

s−r1−r2+1ζK(s) = −hR
w
.

� 练习 4.2.5证明该推论.

这个公式意味着我们可以通过估计 L函数来达到计算类数的目的, 因此该公式被称为解析类数公
式.

完备的赫克 L函数 Λ(s, χ)可以参考 [9, §7.5],我们在次省略.

定理 4.24
赫克 L函数 L(s, χ)可以亚纯延拓至整个复平面,且仅在 χ|A1

K/K
× = 1时才有极点,此时 χ(a) =

|a|it, L(s, χ) = ζK(s+it), t ∈ R. 这里A1
K表示范数为 1的伊代尔全体. 我们有函数方程Λ(s, χ) =

W (s, χ)Λ(1− s, χ), |W (12 , χ)| = 1.

设 L为K 的有限阿贝尔扩张,则 L对应于 CK 的指数有限的开子群 H .
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定理 4.25
我们有

ζL(s) =
∏
χ

L(s, χ),

其中 χ取遍 CK/H 的所有特征.

§4.2.3 分圆域的 ζ 函数

推论 4.26
如果K = Q(ζm),则

ζK(s) = G(s)
∏
χ

L(s, χ),

其中 χ取遍模m的狄利克雷特征,

G(s) =
∏
p|m

(1−Np−s)−1.

我们知道 ζK(s)和 ζ(s) = L(1, s)均只在 s = 1处有单极点,因此

命题 4.27
χ非平凡时, L(1, χ) 6= 0.

定理 4.28 (狄利克雷素数定理)
对于任意互素的整数 a,m > 0, a+mZ中有无穷多素数.

证明 设 χ是模m的狄利克雷特征. 当 Re(s) > 1时,

logL(s, χ) = −
∑
p

log(1− χ(p)p−s) =
∑
p

∞∑
m=1

χ(pm)

mpms
=
∑
p

χ(p)

ps
+ gχ(s).

通过估计可知 gχ(s)在 Re(s) > 1
2 全纯. 两边同时乘以 χ(a−1)并对所有模m特征求和∑

χ

χ(a−1) logL(s, χ) =
∑
χ

∑
p

χ(a−1p)

ps
+ g(s)

=
m∑
b=1

∑
χ

χ(a−1b)
∑

p≡b mod m

1

ps
+ g(s)

=
∑

p≡a mod m

ϕ(m)

ps
+ g(s).

设 χ0 : (Z/mZ)× → S1 为平凡特征. 当 s → 1 时, 对于 χ 6= χ0, logL(s, χ) 有界, 而 logL(s, χ0) =

−
∑

p|m log(1 − p−s) + log ζ(s)趋于无穷, 因此等式右侧也趋于无穷. 这意味着右侧的求和不可能只有
有限多项. □

注实际上狄利克雷证明了这样的素数全体的密度为 1/ϕ(m),切博塔廖夫密度定理 2.63是它的推广.
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§4.2.4 二次域解析类数公式

设K = Q(
√
∆K)为二次域. 设 N = |∆K |. 我们有分解

ζK(s) = ζ(s)L(s, χ∆K
),

其中 χ∆K
: (Z/NZ)× → {±1}为非平凡特征,它满足 χ∆K

(p) =
(
∆K
p

)
, p为奇素数. 容易知道 χ(−1) =

sgn(∆K).

当K 为实二次域时,

Ress=1ζK(s) =
2

|∆K |
1
2

hR, lim
s→0

s−1ζK(s) =
2hR

w
.

因此

h = |∆K |
1
2
L(1, χ∆K

)

2R
=
L′(0, χ∆K

)

R
.

当K 为虚二次域时,
Ress=1ζK(s) =

2π

w|∆K |
1
2

h, ζK(0) =
2hR

w
.

因此

h =
w

2π
|∆K |

1
2L(1, χ∆K

) =
w

2
L(0, χ∆K

).

由定理 4.14,我们得到二次域的解析类数公式.

定理 4.29
设K 为二次域. 如果 ∆K < 0,则

h = − wk
2|∆K |

|∆K |−1∑
a=1

χ∆K
(a)a.

如果 ∆K > 0,则

h = − 1

log ε

[∆K/2]∑
a=1

χ∆K
(a) log(sin

πa

∆K
),

其中 ε > 1是K 的基本单位.

例题 4.3 (1)K = Q(
√
2), ε =

√
2 + 1,

hK = − 1

log(
√
2 + 1)

(log sin
π

8
− log sin

3π

8
) = 1.

(2)K = Q(
√
−56). 对于奇素数 p,易知

χ−56(p) = 1 ⇐⇒ p ≡ 3, 5, 13, 19, 23 mod 56.

注意到
N−1∑
a=1

χ(a)a =

[N2 ]∑
a=1

χ(a)a− χ(a)(N − a) = 2

[N2 ]∑
a=1

χ(a)a−N
[N2 ]∑
a=1

χ(a).

因此
55∑
a=1

χ−56(a)a = 2× 112− 56× 8 = −224, h = 4.

� 练习 4.2.6计算虚二次域K = Q(
√
m)的类数,其中m = −1, −2, −3, −5, −6, −10, −26.
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4.3 模形式

§4.3 模形式

最后,我们将极其简要地介绍谷山-志村-韦伊关于椭圆曲线的猜想,它最终由怀尔斯证明,并由此得
到费马大定理.

§4.3.1 庞加莱上半平面

设

H = {τ ∈ C | Im (τ) > 0}

为庞加莱上半平面. 我们考虑 GL(2,R)+在H∗ = H ∪Q ∪∞的作用

γ.τ :=
aτ + b

cτ + d
,
(
a b
c d

)
∈ GL(2,R)+.

这里 +表示行列式为正的实矩阵. 这种作用可以看成是 PGL(2,R)在 P1(C) ⊇ H∗ 上的自然线性作用

诱导而来.

命题 4.30
(1) d(γ.τ) = det γ · (cτ + d)−2 dτ .
(2) Im (γ.τ) = det γ · |cτ + d|−2Im (τ).

证明 直接验证即可. □
考虑H上的度量

dx2 + dy2

y2
=
| dτ |2

(Im τ)2
.

由上述命题可知该度量在 GL(2,R)+ 作用下不动. 该度量下的测地线是圆心在实轴上的半圆,以及和实
轴垂直的射线.

§4.3.2 同余子群

定义 4.31 (同余子群)
对于正整数 N ,定义

Γ(N) = {γ ∈ SL(2,Z) | γ ≡ ( 1 1 ) mod N} ,

Γ1(N) = {γ ∈ SL(2,Z) | γ ≡ ( 1 ∗
1 ) mod N} ,

Γ0(N) = {γ ∈ SL(2,Z) | γ ≡ ( ∗ ∗
∗ ) mod N} .

称 Γ(N)为主同余子群. 任何包含某个 Γ(N)的 SL(2,Z)的子群 Γ被称为同余子群. 易知同余子
群都是指标有限的.

定义 4.32 (尖点)
称同余子群 Γ在 P1(Q) ⊆ H∗上的作用的等价类为它的尖点.

命题 4.33
SL(2,Z)只有一个尖点∞,一般的同余子群 Γ只有有限多个尖点.
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证明 对于互素的 a, c ∈ Z,存在 b, d ∈ Z使得 ad − bc = 1,于是
(
a b
c d

)
∞ = a/c,因此只有一个轨道. 一

般地, SL(2,Z) = tki=1Γgi,因此只有有限多个尖点 gi∞. □
Γ在 H上的作用得到一个开的黎曼面,通过添加尖点可以将其紧化,从而得到一个紧黎曼面. 具体

如何边界点处的坐标卡此处不做详解,感兴趣的可以阅读 [13].
我们记XΓ = (Γ\H)∗为相应的紧化,称之为模曲线. 记X(N), X1(N),X0(N)为相应的同余子群对

应的模曲线.

§4.3.3 模形式

设 f 为上半平面的全纯函数. 如果 f 满足 f(τ +N) = f(τ),则通过 qN = e2πiτ/N : H → U(0, 1), f
在 z = 0 ∈ U(0, 1)的展开拉回变成

f(z) =
∑
n∈Z

anq
n
N .

若 an = 0, ∀n < 0,称 f 在∞全纯;若 an = 0, ∀n ≤ 0,称 f 在∞消没.
考虑 r ∈ Q,则存在 γ ∈ SL(2,Z)使得 γ∞ = r. 如果 f(γz)在∞全纯/消没,则称 f 在 r处全纯/消

没.
对于 k ∈ Z, γ ∈ GL(2,R)+,定义

f |kγ(τ) = (det γ)k/2(cτ + d)−kf(γτ).

命题 4.34
f |k(γ1γ2) = (f |kγ1)|kγ2.

定义 4.35 (模形式)
设 k是整数. 如果上半平面的全纯函数 f 满足对任意 γ ∈ Γ0(N), f |kγ = f ,且在所有的尖点处全
纯,则称 f 为权 k,级 Γ0(N)的模形式. 若 f 在所有的尖点处消没,则称 f 为尖点形式. 分别记相
应的空间为Mk(Γ), Sk(Γ). 当 Γ = SL(2,Z)时我们省略 Γ.

如果 −I ∈ Γ,则容易知道仅当 k ∈ 2Z时存在权 k级 Γ的非零模形式.
考虑 f dτ⊗k. 任意 α ∈ GL(2,R)+都给出了H上的全纯自同构,从而诱导了微分形式的拉回 α∗,

α∗(f dτ⊗k) = (f ◦ α)(dατ)⊗k = (f |2kα) dτ⊗k.

因此 f 是权 2k级 Γ的模形式当且仅当 f dτ⊗k 在 Γ作用下不变.
例题 4.4设 k为正整数, Γ ⊆ C为一个格. 定义

G2k(Λ) =
∑

0 6=ω∈Λ
ω−2k.

定义 G2k(τ) = G2k(Z+ Zτ), τ ∈ H. 容易看出 k ≥ 2时它绝对收敛.

命题 4.36
当 k ≥ 2时,

G2k(τ) = 2ζ(2k) +
2(2πi)2k

(2k − 1)!

∞∑
n=1

σ2k−1(n)q
n, q = e2πiτ ,

其中 σℓ(n) =
∑

0<d|n d
ℓ. 因此 G2k ∈M2k

(
Γ(1)

)
.
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证明 通过对
sin(πs)

πs
=

∞∏
n=1

(
1− s2

n2

)
两边同时取 d log

ds 得到恒等式

π cotπτ =
1

τ
+

∞∑
m=1

(
1

τ +m
+

1

τ −m

)
,

其中右侧在紧集上一致收敛. 令 q = e2πiτ ,则 |q| < 1,

π cotπτ = iπ
q + 1

q − 1
= iπ − 2πi

1− q
= iπ − 2πi

∞∑
d=0

qd.

因此
1

τ
+

∞∑
m=1

(
1

τ +m
+

1

τ −m

)
= iπ − 2πi

∞∑
d=0

qd,

两边求 2k − 1次导数,
∞∑

m=−∞

1

(τ +m)2k
=

1

(2k − 1)!
(2πi)2k

∞∑
d=1

d2k−1qd.

因此

G2k(τ) =
∑

(m,n) 6=(0,0)

(nτ +m)−2k

=
∑
m 6=0

m−2k +
∑
n 6=0

∞∑
m=−∞

(nτ +m)−2k

= 2ζ(2k) + 2

∞∑
n=1

∞∑
m=−∞

(nτ +m)−2k

= 2ζ(2k) + 2
1

(2k − 1)!
(2πi)2k

∞∑
d=1

∞∑
a=1

d2k−1qda

= 2ζ(2k) +
2(2πi)2k

(2k − 1)!

∞∑
n=1

σ2k−1(n)q
n.

命题得证. □

定义 4.37 (艾森斯坦级数)
定义

E2k(τ) =
1

2

∑
(c,d)=1

(cτ + d)−2k.

容易证明 G2k = 2ζ(2k)E2k,因此 E2k 的傅里叶展开常数项为 1.

命题 4.38
我们有

E2k(τ) = 1− 2k

B2k

∞∑
n=1

σ2k−1(n)q
n.
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定义 4.39 (拉马努金 ∆函数)
定义

∆ =
(2π)12

1728
(E3

4 − E2
6) = (2π)12(q − 24q2 + 252q3 − 1472q4 + · · · ) ∈ S12

(
Γ(1)

)
.

定理 4.40
设M = ⊕kMk 为模形式形成的分次代数,则M = C[E4, E6]. 特别地, k < 0时Mk = 0; k ≥ 0时,

dimMk =


[
k
12

]
+ 1, k 6≡ 2 mod 12;[

k
12

]
, k ≡ 2 mod 12.

命题 4.41
我们有

∆(τ) = (2π)12q

∞∏
n=1

(1− qn)24.

§4.3.4 尖形式的 L函数

设 f ∈ Sk 是一个尖形式,它的傅里叶展开为

f(τ) =
∞∑
n=1

cnq
n.

定义 f 的 L函数为

L(s, f) :=
∞∑
n=1

cnn
−s.

定义 4.42 (梅林变换)
函数 F : (0,∞)→ C的梅林变换为

g(s) =

∫ ∞

0
F (t)ts

dt

t
.

设 τ = ρ+ iσ. 考虑 f(iσ)的梅林变换,我们暂时不考虑收敛性的问题. 此时它的梅林变换为

g(s) :=

∫ ∞

0
f(iσ)σs

dσ

σ
=

∫ ∞

0

∞∑
n=1

cne
−2πnσσs

dσ

σ

=
∞∑
n=1

cn

∫ ∞

0
e−t(2πn)−sts

dt

t

= (2π)−sΓ(s)

∞∑
n=1

cnn
−s = (2π)−sΓ(s)L(s, f).

引理 4.43
ϕ(τ) = |f(τ)|σk/2在H上有界且在 SL(2,Z)作用下不变. 由此可知 |cn| ≤ Cnk/2.

证明 由 |q| < 1时 f(τ) =
∑∞

n=0 cnq
n收敛可知 |cn| < C(3/4)n/4,因此当 |q| < 1

2 时, |f(τ)| ≤ C|q|,即

|f(τ)| ≤ Ce−2πσ, σ ≥ 1

2π
log 2.
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因此当 τ 在 SL(2,Z)基本区域R中趋于∞时, ϕ(τ) = |f(τ)|σk/2 → 0. 而 ϕ是连续的,R中 σ ≤ 1
2π log 2

部分是紧的,因此 ϕ在 R上有界. 容易验证 ϕ是 SL(2,Z)不变的,因此 ϕ在H上有界.

我们有 cn =
∫ 1

2

− 1
2

f(τ)e−2πinτ dρ,因此 |cn| ≤ Cσ−k/2e2πnσ, ∀σ > 0. 取 σ = 1/n,则 |cn| ≤ Ce2πnk/2.
□

定理 4.44
若 f ∈ Sk,则 L(s, f)在 Res > k/2 + 1上收敛,且可以解析延拓至复平面. 我们有函数方程

Λ(s, f) = (−1)k/2Λ(k − s, f),

其中 Λ(s, f) = (2π)−sΓ(s)L(s, f).

证明 由
(
0 −1
1 0

)
∈ SL(2,Z)可知 f(−1/τ) = τkf(τ),因此

f(i/σ) = ikσkf(iσ).

由 |cn| ≤ nk/2知

Λ(s, f) =

∫ ∞

0
f(iσ)σs−1 dσ

在 Res > k/2 + 1时收敛. 和狄利克雷特征的 L函数情形类似,∫ ∞

1
f(iσ)σs−1 dσ

对任意 s收敛,且 ∫ 1

0
f(iσ)σs−1 dσ = ik

∫ ∞

1
f(iσ)σk−s−1 dσ

右侧对任意 s收敛. 因此我们得到了 Λ(s, f)的解析延拓和函数方程. 由于 Γ没有零点,因此 L(s, f)全

纯. □

设 f ∈ Sk
(
Γ0(N)

)
是一个级 N 的尖形式,它的傅里叶展开为

f(τ) =

∞∑
n=1

cnq
n.

定义 f 的 L函数为

L(s, f) :=
∞∑
n=1

cnn
−s.

同样的,我们有 ∫ ∞

0
f(iσ)σs

dσ

σ
= (2π)−sΓ(s)L(s, f).

引理 4.45
ϕ(τ) = |f(τ)|σk/2在H上有界且在 Γ0(N)作用下不变. 由此可知 |cn| ≤ Cnk/2.

证明 考虑 Γ0(N)的基本区域 RN ,其中的尖点为 β−1∞. 显然

β−1
(
1 N

1

)
β ∈ Γ0(N),

因此 f |kβ−1
(
1 N

1

)
β = f ,即

f |kβ−1(τ +N) = f |kβ−1(τ),
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于是我们有傅里叶展开

f |kβ−1(τ) =
∞∑
n=1

c(β)n qnN .

和上一节情形类似, ϕ(β−1τ) = |f |kβ−1(τ)|(Im τ)k/2 在 Im τ ≥ 2上有界. 而 RN 去掉每个尖点的一个

小领域是紧集,从而 ϕ(τ)在整个 RN 上有界. 容易验证 ϕ是 Γ0(N)不变的,因此 ϕ在 H上有界. 其余
部分同上一节. □

定义 4.46 (Atkin-Lehner算子)
设 αN =

(
0 −1
N 0

)
. 设 f ∈Mk

(
Γ0(N)

)
,我们称 wNf = f |kαN 为 Atkin-Lehner算子.

对于 γ =
(
a b
c d

)
, αNγα

−1
N =

(
d −c/N

−Nb a

)
. 因此

αNΓ0(N)α−1
N ⊆ Γ0(N).

对于 γ ∈ Γ0(N),
(f |kαN )|kγ = (f |kα−1

N γα−1
N )|kαN = f |kαN ,

因此 wNf 也是权 k级 N 的函数.

命题 4.47
wN 将Mk

(
Γ0(N)

)
映到Mk

(
Γ0(N)

)
, Sk

(
Γ0(N)

)
映到 Sk

(
Γ0(N)

)
.

证明 直接计算可知 (
1 N2

1

)
∈ βα−1

N Γ0(N)αNβ
−1, β ∈ SL(2,Z).

因此

(wNf)|kβ−1(τ) =

∞∑
n=0

c(β)n qnN2 .

但 wNf 实际上是权 k级 N 的全纯函数,因此 c
(β)
n = 0, N - n. 于是 wNf 在 β−1∞全纯,从而它是模形

式. 同理可知 wN : Sk
(
Γ0(N)

)
→ Sk

(
Γ0(N)

)
. □

显然 w2
N = 1,因此 wN 是一个内卷,从而它诱导了分解

Sk
(
Γ0(N)

)
= S+

k

(
Γ0(N)

)
⊕ S−

k

(
Γ0(N)

)
,

其中 S±
k

(
Γ0(N)

)
上 wN 特征值为 ±1.

定理 4.48
若 f ∈ Sεk

(
Γ0(N)

)
,则 L(s, f)在 Res > k/2+ 1上收敛,且可以解析延拓至复平面. 我们有函数方

程

Λ(s, f) = ε(−1)k/2Λ(k − s, f),

其中 Λ(s, f) = N s/2(2π)−sΓ(s)L(s, f).

证明 和上一节类似,由 cn的估计可知 L(s, f)在 Res > k/2 + 1时收敛. 由于 wNf = εf ,

f

(
i

Nσ

)
= εNk/2ikσkf(iσ).
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我们有

Λ(s, f) = N s/2

∫ ∞

0
f(iσ)σs−1 dσ.

我们知道 ∫ ∞

1/
√
N
f(iσ)σs−1 dσ

对任意 s收敛,且 ∫ 1/
√
N

0
f(iσ)σs−1 dσ = εNk/2−sik

∫ ∞

1/
√
N
f(iσ)σk−s−1 dσ

右侧对任意 s收敛. 因此我们得到了 Λ(s, f)的解析延拓和函数方程. □

§4.4 椭圆曲线

§4.4.1 代数曲线的亏格

定义 4.49 (代数曲线)
所谓的代数闭域 K 上的代数曲线,是指 K 上有限多个多项式的公共零点,且其在 K 之上的有理

函数全体 K(C)的超越维数为 1. 如果我们考虑的是射影空间, 则是指有限多个齐次多项式的公
共零点,且其交某个 An ⊂ Pn为 An中的曲线.

定义 4.50 (光滑和奇异)
设曲线 C由K[X1, . . . , Xn]上的方程给出,则零化 C的多项式全体构成K[X1, . . . , Xn]的理想 I .
如果 I 可以由K上的多项式生成,称 C定义在K上. 设 f1, . . . , fm生成 I ,则曲线 C在点 P 处光

滑是指
(
∂fi
∂Xj

)
ij
的秩为 n− 1. 不光滑的点称之为奇异点. 若 C 无奇异点,称 C 光滑.

例题 4.5设 C : y2 = x3 + x,则 C 的奇异点满足 2y = 3x2 + 1 = 0,因此当K 特征为 2时, (1, 0)是奇异
点;其它情形 C 是光滑的.
设 C 是一条射影光滑曲线, P 是 C 上一个点. 称

K[V ]P =
{
f/g ∈ K(V ) | g(P ) 6= 0

}
为 P 处局部环,它是一个离散赋值环,因此我们有规范化赋值

ordP : K(C)→ Z ∪ {∞} .

我们称形式有限和
∑

P nP (P )为除子. 记

div(f) =
∑
P

ordP (f)(P ), f 6= 0

是其对应的除子,称之为主除子. 对于射影曲线,其上处处全纯的函数只可能是常值函数,换言之 div(f) ≥
0 ⇐⇒ f ∈ K×. 这个 ≥表示每个系数都 ≥.
考虑 ω ∈ ΩK(C)/K ,则在每个 P 处,设 t是它的局部环的素元,则存在 f 使得 ω = f dt,定义

ordP (ω) := ordP (f), div(ω) :=
∑
P

ordP (ω)(P ).

如果 div(ω) ≥ 0,称 ω 是全纯微分. 全纯微分全体构成有限维 K 向量空间,其维数被称为 C 的亏格,记
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为 g = gC .

例题 4.6 (1) C = P1. 当 P = α ∈ K 时, t− α是素元,从而 dt = d(t− α)阶为 0. 当 P =∞时, 1/t是素
元, dt = −t−2 d(1/t)阶为 −2. 因此

div(dt) = −2(∞).

(2)C : y2 = (x−e1)(x−e2)(x−e3), ei两两不同. 当 P = Pi = (ei, 0)时, ord(y) = 1, ord(x−ei) = 2,
从而 dx = d(x− ei)阶为 1. 当 P =∞=[0:1:0]时, ord(y) = −3, ord(x) = −2, ord(x/y) = 1,从而 dx阶

为 3. 因此
div(dx) = (P1) + (P2) + (P3)− 3(∞).

由此可知 dx/y是全纯微分,实际上此时全纯微分是一维的,即 g = 1.

§4.4.2 椭圆曲线等分点

定义 4.51 (椭圆曲线)
K 上的椭圆曲线 (E,O)是指K 上的亏格 1的光滑曲线 E 和一个点 O ∈ E(K).

记 L(D) = {f |div(f) ≥ D} ∪ {0},则通过黎曼-Roch定理可知

dimL
(
n(O)

)
= n.

设 1, x生成 L
(
2(O)

)
, 1, x, y生成 L

(
3(O)

)
,则 1, x, y, x2, xy, y2, x3生成 L

(
6(O)

)
,因此它们线性相关. 从

而 (x, y) : E → P2且

E : y2 + a1y + a3 = x3 + a2x
2 + a4x+ a6, ai ∈ K.

该形式被称为魏尔斯特拉斯方程. 此时 O对应 [0 : 1 : 0] ∈ P2,具体见 [19, §III.3].由于 E 是光滑的,因
此其判别式 ∆非零.

容易看出 E(R)拥有 1或 2个连通分支. 我们来考虑 E(C). 设 Λ ⊆ C为复平面上一个格. 定义

g2(Λ) = 60G4(Λ), g3(Λ) = 140G6(Λ),

℘(z,Λ) =
1

z2
+
∑

0 6=ω∈Λ

(
1

(z − ω)2
− 1

ω2

)
,

则 ℘是 Λ周期的,且极点为 ω ∈ Λ.

定理 4.52
对于椭圆曲线 E/C : y2 = 4x3 − g2x − g3,存在格 Λ使得 g2 = g2(Λ), g3 = g3(Λ),且我们有连续
同构

C/Λ ∼−→ E(C)

z 7→
(
℘(z), ℘′(z)

)
= [℘(z) : ℘′(z) : 1].

容易看出 0映为 P2(C)的无穷远点∞ = [0 : 1 : 0] ∈ E(C).

显然 C/Λ 有一个自然地群结构, 这给出了 E(C) 上的群结构. 在魏尔斯特拉斯方程下, 设 A,B ∈
E(C),则 C = A+B 关于 x轴的对称点 −C 和 AB 在同一条直线上. AB 重合时取切线, AB 垂直 x轴

时 A + B = O = ∞. 这种加法定义方式对于任何域上的椭圆曲线都是良定的,即 E(K)总形成一个交
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4.4 椭圆曲线

换群.

如果我们换一个K 点 O′,则 (E,O)
∼−→ (E,O′), P 7→ P +O′ −O是群同构,所以我们可以任取一

个 E(K)点,这并不影响 E 本质的结构.

E(C)和环面 C/Λ同构,从而它的 n等分点

E[n] ∼= Z/nZ⊕ Z/nZ.

很容易看出 E[n] 的坐标均为代数数, 换言之 E[n] ⊆ E(Q). 实际上, charK - n 时, 总有 E[n] ∼=
(Z/nZ)⊕2.

设 p为素数,考虑 p倍映射 E[pn+1]→ E[pn],则我们称

Tp(E) = lim←−E[pn]

为 E 的泰特模,它是秩为 2的自由 Zp 模. 固定它的一组基 e1, e2,则 GQ 的作用在这组基下的矩阵形式

给出了表示

ρp : GQ → GL2(Zp).

定理 4.53
设 Kp∞ 为包含 E[p∞]的最小的域, 即 Ker ρp 的固定域. 设 E 在素数 ` 6= p处为好约化, 则 `在

Kp∞/Q非分歧. 设 Frobℓ为 `的弗罗贝尼乌斯共轭类,则

det
(
ρp(Frobℓ)

)
= `.

设 aℓ = Tr
(
ρp(Frobℓ)

)
,则

#E(Fℓ) = `+ 1− aℓ.

我们有 |aℓ| ≤ 2
√
`.

我们在下一节中叙述约化的定义.

定理 4.54 (Mordell定理)
E(Q)是有限生成交换群.

E(Q)的有限部分只可能是 Z/nZ, 1 ≤ n ≤ 10或 n = 12; Z/nZ⊕Z/2Z, n = 2, 4, 6, 8. E(Q)的秩被

称为 E 的秩.

§4.4.3 椭圆曲线的 L函数

同一条椭圆曲线对应的魏尔斯特拉斯方程可以 (也只可能)相差 F 上的线性变换. 当 F = Q是有
理函数域时, 在不同的表达形式中, 存在判别式的绝对值最小的那个整系数方程, 我们称之为极小魏尔
斯特拉斯模型(Néron). 例如 y2 = x3 − x, y2 + y = x3 − x2.

考虑有理数域上椭圆曲线 E的极小魏尔斯特拉斯模型和相应的判别式∆. 对于任意素数 p,我们将
该方程系数看成是 Fp 上, 则 p - ∆时该曲线是仍然是光滑的, 它是 Fp 上的椭圆曲线, 我们称之为好约
化;否则称之为坏约化. 假设 E 在 p处有坏约化,如果在奇点处只有一条切线 (尖点),称之为加性约化;
如果有两条不同切线 (结点),称之为乘性约化,此时若切线斜率位于 Fp,称之为分裂乘性约化,否则称之
为非分裂乘性约化.
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命题 4.55
若 p 为加性约化, Ens(Fp) ∼= Fp; 若 p 为分裂乘性约化, Ens(Fp) ∼= F×

p ; 若 p 为非分裂乘性约化,
Ens(Fp) ∼= FN=1

p2 . 这里 Ens表示光滑部分.

例题 4.7 y2 = x3 − x在 p = 2处为加性约化,其余素数处为好约化. y2 + y = x3 − x在 p = 11处为分裂

乘性约化,其余素数处为好约化.

对于 Q上的椭圆曲线 E,定义

Lp(s,E) =



(1− app−s + p1−2s)−1, 如果 p处为好约化;

(1− p−s)−1, 如果 p处为分裂乘性约化;

(1 + p−s)−1, 如果 p处为非分裂乘性约化;

1, 如果 p处为加性约化.

实际上,在坏约化处 Lp(s,E) = (1− app−s)−1, ap = p+ 1−#E(Fp). 定义

L(s,E) =
∏
p

Lp(s,E).

命题 4.56
L(s,E)在 Re(s) > 3/2时绝对收敛.

证明 对于好约化 p,由于 |ap| ≤ 2
√
p,因此 X2 − apX + p = 0的根复共轭,设为 αp, αp. 设

L(s,E) =

∞∑
n=1

ann
−s,

则 apk =
∑k

i=0 α
i
pα

k−i
p , |apk | ≤ (k + 1)pk/2. 显然这对坏约化也成立,于是

|an| ≤
√
n
∏
p

(ep + 1) ≤ n
1
2
+ε, n→∞.

由此可知 Re(s) > 3/2时, L(s,E)绝对收敛. □

它可以解析延拓至 C且具有函数方程 s↔ 2− s,这些依赖于它的模性,我们将在下一节叙述.

著名的伯奇-斯温纳顿-戴尔猜想断言

ords=1L(s,E) = rankZE(Q).

我们可以将其视为

ords=0ζK(s) = rankO×
K

的一种类比. 同时他们还给出了 L(s,E)在 s = 1处泰勒展开的首项系数与椭圆曲线的算术量之间的联

系. 解析秩 (左端)为 0和 1的情形人们已经基本完全解决了,但大于等于 2的情形人们知之甚少.
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4.5 尖形式与椭圆曲线

§4.5 尖形式与椭圆曲线

§4.5.1 紧黎曼面

设 f ∈ S2
(
Γ0(N)

)
,则 f(ζ) dζ 是 Γ0(N)不变的. 固定 τ0 ∈ H,定义

F (τ) =

∫ τ

τ0

f(ζ) dζ.

由于 f 是全纯的,因此该积分不依赖于路径的选取. 对于 γ ∈ Γ0(N),我们有

F
(
γ(τ)

)
= F ((τ) +

∫ γτ0

τ0

f(ζ) dζ.

令

Φf (γ) =

∫ γτ0

τ0

f(ζ) dζ.

由 f(ζ) dζ 的不变性易知 Φf (γ)不依赖于 τ0的选取.

命题 4.57
对于 f ∈ S2

(
Γ0(N)

)
, Φf 是 Γ0(N)到 C的群同态.

证明

Φf (γ1γ2) =

∫ γ1γ2τ0

τ0

=

∫ γ1τ0

τ0

+

∫ γ2τ0

τ0

= Φf (γ1) + Φf (γ2).

□
一般地,设X是紧黎曼面,亏格为 g ≥ 1,则H1(X,Z)是秩 2g的自由交换群. 设 a1, . . . , ag, b1, . . . , bg

为其一组基并满足特定的相交条件.

命题 4.58
设 X 是紧黎曼面,亏格为 g ≥ 1, ω1, . . . , ωg 是 X 上全纯微分的一组基,则向量

∫
ck
ω1

...∫
ck
ωg

 ∈ Cg

在 R上线性无关.

因此它们生成 Cg 中的一个完全格 Λ(X),显然这不依赖 {ck}的选取. 如果换一组基 {ωj},则 Λ(X)

会相差一个 GL(g,C)的作用.

X 的雅克比簇是指 g维复环面 J(X) = Cg/Λ(X). 固定一个点 x0 ∈ X ,令

Φ : X → J(X), Φ(x) =

{∫ x

x0

ωj

}g
j=1

.

对于 X = X0(N), Φ就是 {Φf},其中 f 是 S2
(
Γ0(N)

)
的一组基.

由于 J(X)是一个群,容易将 Φ线性扩充到 X 的除子上,即 Φ : Div(X)→ J(X). 我们定义

deg
(∑

nP (P )
)
=
∑

nP ,

则 deg
(
div(f)

)
= 0.
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定理 4.59 (阿贝尔定理)
设 X 是紧黎曼面,亏格为 g ≥ 1. 除子 D是主除子当且仅当 deg(D) = 0且 Φ(D) = 0 ∈ J(X).

推论 4.60
(1)如果 g = 1,则 Φ : X → J(X)是双全纯同构.
(2)如果 g > 1,则 Φ : X → J(X)是单全纯映射,它的像是 J(X)的子流形.

记K(X)为 X 上亚纯函数全体.

定理 4.61
设X 是紧黎曼面,亏格为 g ≥ 0, x ∈ K(X)非常值,则存在 y ∈ K(X)非常值,以及不可约多项式
P (x, y) = 0,使得

K(X) ∼= C(x)[y]/
(
P (x, y)

)
.

因此 X/C是代数曲线.

§4.5.2 模函数

设

j(τ) =
1728g2(τ)

3

∆(τ)
=

1

q
+ 744 +

∞∑
n=1

cnq
n,

则它是权 0的模函数,因此 j ∈ K
(
X0(N)

)
. 由于

∆(τ) = (2π)12q
∞∏
n=1

(1− qn)24,

因此 ∆在H上无零点,从而 j 在H上全纯.

命题 4.62
j : SL(2,Z)\H → C是满射.

证明 固定 z0 ∈ C,则 deg
(
div(j − z0)

)
= 0. 由于 π(∞)是它唯一的极点, π : H∗ → X(1),因此

div(j − z0) = p− π(∞).

从而 j(p) = z0, j 是满射. □

引理 4.63
如果 f 权 0且在H上全纯,设 f(τ) =

∑∞
n=−M cnq

n. 则 f 是 j的多项式,且系数落在 Z[cn : n ∈ Z]
中.

证明 若M = 0,则 f 是常数. 假设对M − 1命题成立,则 f − c−M jM 在 π(∞)是至多M − 1阶极点,
从而由归纳假设可知命题成立. □

定理 4.64
K
(
X0(1)

)
= C(j).
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证明 由于 f ∈ K
(
X0(1)

)
只有有限多极点,因此

f(τ) ·
∏

ordP (f)<0

(
j(τ)− j(p)

)−ordP (f)

仅在 π(∞)有极点,从而它是 j 的多项式. □
对于一般的 N ,令 jN = j ◦

(
N 0
0 1

)
,则我们有

定理 4.65
K
(
X0(N)

)
= C(j, jN ).

实际上, j, jN 满足的多项式可以为 Q系数的,从而 X0(N)可以视为 Q上的代数曲线.

§4.5.3 从尖形式到椭圆曲线

设M(n)为行列式为 n的整矩阵全体,

M(n,N) =
{(

a b
c d

)
| ad− bc = n,N | c, (a,N) = 1

}
.

设 {αi}为 Γ0(N)关于M(n,N)的右陪集代表元. 对于 f ∈Mk

(
Γ0(N)

)
,定义

Tk(n)f = nk/2−1
∑
i

f |kαi.

称

Tk(n) :Mk

(
Γ0(N)

)
→Mk

(
Γ0(N)

)
为赫克算子.

定理 4.66 (赫克定理)
在Mk

(
Γ0(N)

)
上,我们有

(1)若 p - N ,
Tk(p

r)Tk(p) = Tk(p
r+1) + pk−1Tk(p

r−1).

(2)若 p | N ,
Tk(p

r) = Tk(p)
r.

(3)若 (m,n) = 1,则 Tk(m)Tk(n) = Tk(mn).
(4) Tk(n), n ≥ 1生成的代数可以有 Tk(p)生成,它是交换代数.
(n,N) = 1时, Tk(n)将尖形式映为尖形式.

命题 4.67
如果 f ∈ Sk

(
Γ0(N)

)
是所有 Tk(n)的特征形式, Tk(n)f = λ(n)f ,则其傅里叶系数

cn = λ(n)c1.

假设 c1 = 1,则由赫克算子的运算性质可知

L(s, f) =
∏
p|N

(1− cpp−s)−1
∏
p-N

(1− c−sp + pk−1−2s)−1, Re(s) > k/2 + 1.

对于 f ∈ Sk
(
Γ0(N/r)

)
, 1 < r | N ,我们有 f(τ), f(rτ) ∈ Sk

(
Γ0(N)

)
. 所谓的新形式,是指不从上述方式
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得到的赫克算子的特征尖形式. 如果两个特征形式的特征值均相同,称之等价.

定理 4.68 (Atkin-Lehner定理)
如果 f ∈ Sk

(
Γ0(N)

)
是新形式,则它的等价类是一维的.

定理 4.69
设 f(τ) =

∑∞
n=1 cne

2πinτ ∈ S2
(
Γ0(N)

)
是新形式且 c1 = 1. 假设 cn ∈ Z, ∀cn,则存在椭圆曲线 E

和满同态 ν : J0(N)→ E 使得

(1)设 Λf ⊆ C是 Φf 的像,则 C/Λf ∼= E(C),
(2) L(s,E) = L(s, f)除去至多有限个素数外,具有相同的欧拉因子.

由此可得非常值 (满)映射 ν ◦ Φ : X0(N)→ E.

§4.5.4 模性

定理 4.70 (谷山-韦伊-志村猜想,怀尔斯, Breuil-Conrad-Diamond-泰勒)
设 E/Q是椭圆曲线,则存在正整数 N 使得存在非常值映射 F : X0(N)→ E.

设 ω是 E 上非常值全纯微分,则 F ∗ω = f(τ) dτ, f ∈ S2
(
Γ0(N)

)
是特征形式,且

L(s, f) = L(s,E).

定理 4.71
设 E/Q是椭圆曲线,则存在正整数 N 使得则 L(s,E)可以全纯延拓且

Λ(s,E) = N s/2(2π)−sΓ(s)L(s,E)

满足函数方程

Λ(s,E) = −εΛ(2− s,E).

Frey,塞尔, Ribet的工作显示,如果

αℓ + βℓ = γℓ, ` ≥ 5, αβγ 6= 0

则

E : y2 = x(x− αℓ)(x− βℓ)

只可能对应特征形式 f ∈ S2
(
Γ0(2)

)
. 然而这是零空间,因此如果 E 具有模性,则费马大定理

αℓ + βℓ = γℓ, ` ≥ 5, αβγ = 0

成立.
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附录 A 同调代数初步

该附录包含了该课程所需要的同调代数方面的内容, 其中每一节应当安排在正文相同序号的章之
前. 诱导模和导出函子可以安排在第三章之前.

§A.1 模

§A.1.1 模和模同态

设 (M,+)是交换群,记End(M)为M的自同态全体,Aut(M)为M的自同构全体,则 (End(M),+, ◦)
在加法和复合意义下构成环,它的单位群为 Aut(M).

定义 A.1 (模)
设R是 (含幺)交换环,称环同态 ρ : R→ End(M)为R模,或简称M是R模a. 对于 r ∈ R, a ∈M ,
我们记 ra或 r.a = ρ(r)(a).

a如果将 End(M)上的乘法定义为 fg = g ◦ f ,则这样的环同态被称为右 R模,原来的环同态则被称为左 R模. 如果M
既是左模又是右模且 (ra)s = r(as),则称之为 R双模.

定义 A.2 (群模)
设 G是群,称群同态 ρ : G → Aut(M)为 G模,或简称M 是 G模a. 对于 s ∈ G, a ∈ M ,我们记
sa或 s.a = ρ(s)(a). 注意M 是 G模等价于M 是 Z[G]模.

a类似地我们有右 G模和双模.

注如果M 是一个乘法群,我们通常将 R或 G的作用记为 ar 这种形式.

例题 A.1 (1)交换群 G是自然的 End(G)模.

(2) Z模就是交换群.

(3)如果环 A ⊆ B,则 B 可视为自然 A模.

(4)只有一个元素的群自然是 R模,称之为零模.

定义 A.3 (模同态)
设 M,N 为两个 R 模. 如果群同态 f : M → N 满足 f(ra) = rf(a), ∀r ∈ R, 则称之为模同态.
如果 f 是群的单同态, 满同态, 同构, 则称之为模的单同态, 满同态, 同构, 记为 M ↪→ N,M ↠
N,M ∼= N . 记 HomR(M,N)为M 到 N 的模同态全体.

定义 A.4 (子模)
如果 N 是M 的子群,且 ra ∈ N, ∀r ∈ R, a ∈ N ,则称 N 是M 的子模. 显然任意多个子模的交仍
然是子模. M 有限多个子模的元素之和也形成M 的子模. M 中包含其子集 S最小的子模称为由

S 生成的子模.
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如果存在 a ∈ M 使得M = Ra,即M 由 {a}生成,称之为循环模. 如果存在有限集 S ⊆ M 使得

S 生成M ,则称之为有限生成模.

命题 A.5
设 N 是M 的子模,M/N = {x+N | x ∈M}为其商群. 定义 r(a+N) = ra+N ,则M/N 是 R

模,称为商模.

证明 易证. □

定义 A.6 (零化子)
对于 a ∈M ,定义

Ann(a) = {r ∈ R | ra = 0} ,

Ann(M) = {r ∈ R | rM = 0}

为 a和M 的零化子,则它们是 R的左理想. 如果 Ann(a)非零,称 a为挠元. 如果M 所有元素都

是挠元,称之为挠模.

例题 A.2 (1)群同态就是 Z模同态;群同构就是 Z模同构.
(2)有限生成 Z模就是有限生成交换群.
(3)域 F 上的模就是 F 上的向量空间,有限生成 F 模就是有限维 F 向量空间.
(4)环 R的左理想是 R的子模.

� 练习 A.1.1设 A ⊆ B ⊆ C 是整环. 如果 B 是有限生成 A模, C 是有限生成 B 模,则 C 是有限生成 A

模.

命题 A.7 (中山引理)
设 R是交换环, a为它的一个理想,且 a是所有极大理想的子集. 如果有限生成 R模M 和它的子

模 N 满足M = N + aM ,则M = N . 特别地,如果 R是局部环, a为其唯一极大理想时该命题成
立. 特别地,如果M = aM ,则M = 0.

证明 由于 M/N = I · M/N , 因此我们不妨设 N = 0. 设 a1, . . . , an 是 M 的一组生成元, 则存在
A ∈Mn(a)使得 

a1
...
an

 = A


a1
...
an.


于是

(In −A)∗(In −A)


a1
...
an

 = 0,

即 det(In−A)ai = 0. 而 det(In−A)展开后除了对角元以外都属于理想 a,因此 det(In−A) = 1+a, a ∈ a.
如果 1 + a不是单位, 则存在极大理想 m包含它, 从而 1 = (1 + a) − a ∈ m, 矛盾! 所以 1 + a ∈ R×,
ai = 0,M = 0. □
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§A.1.2 直和和自由模

定义 A.8 (直积和直和)
设Mi, i ∈ I 是一族 R模. 定义

∏
i∈I

Mi,
⊕
i∈I

Mi为群的直积和直和,则它们有自然的 R模结构, R通

过在每个分量作用. 称之为模的直积和直和.

定义 A.9 (自由模)
如果存在一族元素 ai ∈ M, i ∈ I 使得 M =

⊕
i∈I

Rai, 且 Rai ∼= R, 则称之为自由模. 换言之,

M ∼=
⊕
i∈I

R.

命题 A.10
主理想整环 R上的有限生成模一定同构于

M ∼= R⊕r ⊕
⊕
i

R/ai,

其中 ai是 R的非零理想.

证明 略. □

定义 A.11 (秩)
称 r = rankM 为M 的秩.

例题 A.3 设 A,B 为 R 模, 令 A ⊗ B 为形如 a ⊗ b, a ∈ A, b ∈ B 的对象生成的交换群, 其中 ra ⊗ b =

a⊗ rb, ∀r ∈ R. 换言之,
A⊗R B = 〈(a, b) | a ∈ A, b ∈ B〉/ ∼,

其中 (ra, b) ∼ (a, rb). A⊗B 可以自然地看成 R模,称之为 A和 B 的张量积. 我们有

A⊗B ∼= B ⊗A,

(A⊗B)⊗ C ∼= A⊗ (B ⊗ C) ∼= A⊗B ⊗ C,

(A⊕B)⊗ C ∼= (A⊗ C)⊕ (B ⊗ C),

A⊗R ∼= A.

§A.1.3 诱导模

定义 A.12 (诱导模)
如果 H ⩽ G是一个子群,则对于任意 H 模 B,

A = IndHGB := Z[G]⊗Z[H] B

是一个 G模,称为诱导模. 这里 Z[H]在 Z[G]通过右乘 h−1作用, G在 A通过左乘 g作用.
另一种看法是将诱导模看成全体函数 f : G→ B,其中 f(gh) = f(g)h, ∀h ∈ H . 然后 G的作用是

fσ(x) = f(σ−1x). 当 (G : H)有限时这二者是同构的. 显然 B = Z[H]⊗Z[H] B 是 A的一个 H 子
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模,且
IndHGB =

⊕
σH∈G/H

Bσ

是 B 模同构,这里 σ取遍左陪集 G/H 的一组代表元.

§A.2 范畴

§A.2.1 范畴与函子

定义 A.13 (范畴)
范畴 C由如下三个要素构成:

一个类 ObjC,其中的元素 A ∈ ObjC (或简记为 A ∈ C)被称为对象;
对于任意对象 A,B, 存在集合 Hom(A,B), 其中的元素 u 被称为 A 到 B 的态射, 记为 u :

A→ B;不同的有序对 (A,B)对应的态射不同;
对于任意对象 A,B,C,存在映射

Hom(A,B)×Hom(B,C)→ Hom(A,C).

称 (v, u)的像为二者的复合,记为 u ◦ v或 uv.
这些要素需要满足

结合律: 对于 u : A→ B, v : B → C,w : C → D, w ◦ (v ◦ u) = (w ◦ v) ◦ u;
对于任意 A ∈ C, 存在 idA ∈ Hom(A,A) 使得对任意 u : A → B, u ◦ idA = u; 对任意
v : B → A, idA ◦ v = v.

例题 A.4 (1) 范畴的对象并不要求是一个具体的集合, 态射也不要求是集合间的映射, 尽管从主流集合
论出发包括自然数,实数等均为视为集合. 设 (I,≤)是一个偏序集,对于 i, j ∈ I ,当 i ≤ j 时, Hom(i, j)

为单点集; 否则 Hom(n,m)为空. 这样便构造了一个范畴. 例如 (N+,≤), (N+, |),拓扑空间开集关于包
含关系等,都可以构成范畴.

(2)范畴对象构成的一般是一个类而不是集合. 例如全体集合关于集合间的映射构成的范畴 Sets的

对象全体,即全体集合,就不是一个集合 (为什么).

(3)其它例子包括: 全体群关于群同态构成范畴 Groups;全体交换群关于群同态构成范畴 Ab;全体
环关于环同态构成范畴 Rings;环R上全体模关于模同态构成范畴Mod/R;域 k上全体线性空间关于线

性映射构成范畴 Vect/k等.

定义 A.14 (对偶范畴)
设 A是一个范畴,定义其对偶范畴 Aop:

ObjAop = ObjA;
HomAop(A,B) = HomA(B,A).

例题 A.5设 (I,≤)是一个偏序集,则 (I,≥)也是一个偏序集,它们对应的范畴构成对偶范畴.
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定义 A.15 (函子)
范畴 A到范畴 B间的(共变)函子 F 由如下要素构成:

对于任意 A ∈ A,有 F(A) ∈ B;
对于任意 A中态射 u : A1 → A2,有 F(u) : F(A1)→ F(A2),

且满足

F(idA) = idF(A);
F(u ◦ v) = F(u) ◦ F(v).

定义 A.16 (反变函子)
范畴 A到范畴 B间的反变函子 F 由如下要素构成:

对于任意 A ∈ A,有 F(A) ∈ B;
对于任意 A中态射 u : A1 → A2,有 F(u) : F(A2)→ F(A1),

且满足

F(idA) = idF(A);
F(u ◦ v) = F(v) ◦ F(u).

这等价于共变函子 F : Aop → B.

例题 A.6 (1) idA : A→ A将范畴 A的所有对象和映射保持不变,它显然是一个函子,称为恒等函子.

(2)设 k 是一个域对于任意集合 S,定义 F(S)为以 S 为基的 k 上线性空间,则 F : Sets → Vect/k

是一个函子. F 在态射上怎么作用?

(3)对于任意群 G, 定义 F(G)为其对应的集合, 则 F : Groups → Sets是一个函子, 称之为遗忘函
子. 同理我们有遗忘函子Mod/R→ Ab等.

(4)设 A是一个范畴, A,M,N ∈ C. 定义 Hom(A,−)(M) = Hom(A,M),则 Hom(A,−) : A→ Sets

是一个函子,其中对于 u :M → N ,

Hom(A,−)(u) : Hom(A,M) −→ Hom(A,N)

v 7−→ u ◦ v.

(5)设 A是一个范畴, A,M,N ∈ C. 定义 Hom(−, A)(M) = Hom(M,A),则 Hom(−, A) : A → Sets

是一个反变函子,其中对于 u :M → N ,

Hom(−, A)(u) : Hom(N,A) −→ Hom(M,A)

v 7−→ v ◦ u.

我们称 Hom(A,−),Hom(−, A)为 Hom函子.

(6)设 H 是 G的一个子群,则 IndHG : Mod/H → Mod/G和 ResHG : Mod/G → Mod/H 是函子,其
中 ResHG (M) =M . 它们互为伴随,即

HomG(Ind
H
GM,N) = HomH(M,ResHGN).

(7)设 G是一个群, Gab = G/[G,G]为其极大阿贝尔商,则 ( )ab : Groups→ Ab是一个函子.

定义 A.17 (范畴的同构)
设 u : A→ B. 如果存在 v : B → A使得 v ◦ u = idA, u ◦ v = idB ,则称 u是同构.
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定义 A.18 (自然变换与范畴等价)
设F ,G : A→ B是两个函子. 称 f 为F 到 G的自然变换,如果对于任意A ∈ A,存在 fA : F(A)→
G(A),且满足对任意态射 u : A1 → B2,

F(A1)
F(u) //

fA1

��

F(A2)

fA2

��
G(A1)

G(u) // G(A2)

交换. 特别地, 我们有自然变换 idF : F → F , 其中 (idF )A = idF(A). 如果 A 是一个小范畴, 即
ObjA是一个集合,则 A→ B间的函子以及函子的自然变换构成范畴 Func(A,B). 对于反变函子,
我们也可以类似定义自然变换.
如果存在自然变换 f : F → G, g : G → F 使得 g ◦ f = idF , f ◦ g = idG ,则称 F 和 G 同构. 换言
之, F ,G 在 Func(A,B)中同构. 这也等价于对任意 A ∈ A, fA : F(A)→ G(A)是同构.
如果存在 F : A → B, G : B → A使得 G ◦ F 和 idA 同构, F ◦ G 和 idB 同构, 则称 F ,G 诱导了
A 和 B 的范畴等价. 这不同于范畴同构, 后者是指范畴的对象的态射完全一一对应, 即 F ◦ G =

idB,G ◦ F = idA. 但是范畴等价意味着两个范畴的对象在同构意义下是一一对应的,特别地,二者
的骨架范畴是同构的,其中骨架范畴是指范畴的每个对象的同构等价类中只选取一个对象.

§A.2.2 加性范畴

范畴论中大量概念都是通过泛性质来定义的.

定义 A.19 (始对象)
如果范畴 A中的对象 I 满足:

对于任意对象 A, Hom(I, A) = {iA}是单点集;
对于任意态射 u : A→ B, u ◦ iA = iB ,

则称 I 为 A的始对象.

定义 A.20 (终对象)
如果范畴 A中的对象 F 满足:

对于任意对象 A, Hom(A,F ) = {jA}是单点集;
对于任意态射 u : A→ B, jB ◦ u = jA,

则称 F 为 A的终对象.

定义 A.21 (零对象)
如果一个对象既是始对象也是终对象, 称之为零对象, 通常记为 0, 并记 Hom(A, 0) =

{0} ,Hom(0, A) = {0}.

命题 A.22
始对象在同构意义下是唯一的;终对象在同构意义下是唯一的.

证明 设 I, I ′是始对象,则Hom(I, I ′) = {iI′} ,Hom(I ′, I) = {i′I},因此 iI′ ◦i′I : I → I . 由于Hom(I, I) =

{idI},因此 iI′ ◦ i′I = idI . 同理 i′I ◦ iI′ = idI′ ,所以 iI′ : I → I ′ 是同构. 类似地,终对象在同构意义下也

134



A.2 范畴

是唯一的. □

设 Ai, i ∈ I 是范畴 A中的一族对象.

定义 A.23 (直和)
如果对象 A以及一族态射 αi : Ai → A,满足对于任意对象M 和一族态射 ui : Ai → M ,存在唯
一的 v : A→M 使得下图交换

Ai

αi

��

∀ui

  B
BB

BB
BB

A
∃!v

//M

则称 (A,αi)为 Ai的直和,记为 ⊕iAi.

定义 A.24 (直积)
如果对象 A以及一族态射 βi : A → Ai,满足对于任意对象M 和一族态射 ui : M → Ai,存在唯
一的 v :M → A使得下图交换

M

ui   B
BB

BB
BB

B
∃!v // A

βi
��
Ai

则称 (A, βi)为 Ai的直积,记为
∏
iAi.

命题 A.25
直和和直积是同构意义下唯一的.

证明 易证. □

对于 Ab,Mod/R等范畴,我们可以发现 Hom(A,B)均构成交换群且有有限直和,有限直积,核,像
等概念. 由此出发,我们可以定义加性范畴和阿贝尔范畴.

定义 A.26 (加性范畴)
如果范畴 C满足

对于任意对象 A,B,C, Hom(A,B)具有交换群结构,且态射复合

Hom(A,B)×Hom(B,C)→ Hom(A,C)

是双线性的;
存在零对象 0;
对于任意对象 A,B,存在直和 A⊕B 和直积 A×B,

我们称之为加性范畴.

命题 A.27
对于加性范畴的对象 A,B,我们有同构 A⊕B ∼−→ A×B.

证明 考虑 idA : A → A, 0 : A → B,存在 (idA, 0) : A → A × B. 同理存在 (0, idB) : B → A × B. 因此
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存在态射 i : A⊕B → A×B,使得下图交换

A
(idA,0)

%%KK
KKK

KKK
KK

αA

��
A⊕B i // A×B

B

αB

OO

(0,idB)

99sssssssssss

容易验证 αA ◦ βA + αB ◦ αA : A×B → A⊕B 是它的逆. □

定义 A.28 (加性函子)
如果加性范畴间的函子 F : A→ B满足

F(0) = 0;
自然态射 F(A1)⊕F(A2)→ F(A1 ⊕A2)是同构,

称之为加性函子. 这等价于对任意 A,B, F : Hom(A,B)→ Hom
(
F(A),F(B)

)
是群同态.

例题 A.7 (1)加性范畴的对偶仍然是加性的.
(2) Ab是加性范畴,其上的 Hom函子是加性函子.

§A.2.3 阿贝尔范畴

设 u : A→ B 是加性范畴 A上的一个态射.

定义 A.29 (核)
如果对象 C 和态射 i : C → B 满足对于任意对象M 和态射 v : M → A,若 u ◦ v = 0,则存在唯
一的态射 w :M → C 使得下图交换

M

∃!w
�� ∀v   A

AA
AA

AA
A

0

''PP
PPP

PPP
PPP

PPP

C
i

// A u
// B

则称 (C, i)为 u的核,记为 keru. 若 keru = 0,称 u为单态射.

定义 A.30 (余核)
如果对象 D和态射 j : B → D满足对于任意对象M 和态射 v : B → M ,若 v ◦ u = 0,则存在唯
一的态射 w : D →M 使得下图交换

A
u //

0
''PP

PPP
PPP

PPP
PPP B

∀v

  A
AA

AA
AA

A
j // D

∃!w
��
M

则称 (D, j)为 u的余核,记为 cokeru. 若 cokeru = 0,称 u为满态射.

定义 A.31 (像和余像)
称余核的核 ker(cokeru)为 u的像 imu;称核的余核 coker (keru)为 u的余像 coimu.

我们将它们对应的对象记为 Ker ,Coker , Im ,CoIm .
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定义 A.32 (阿贝尔范畴)
如果加性范畴 A满足

任意态射均有核和余核;
对于任意态射 u : A→ B,自然映射 CoImu→ Imu是同构,

则称 A为阿贝尔范畴. 这等价于既满又单的态射是同构.

例题 A.8 (1)阿贝尔范畴的对偶仍然是阿贝尔的.

(2) Ab, Mod/R是阿贝尔范畴.

(3) (Mitchell嵌入定理)任何一个小阿贝尔范畴 A可正合嵌入为一个模范畴Mod/R的全子范畴,即
存在函子 F : A→ Mod/R,使得 F 诱导了

ObjA ↪→ ObjMod/R,

HomA(A,B) = HomMod/R

(
F(A),F(B)

)
,

且保持核和余核.

§A.2.4 正合列

定义 A.33 (正合)
设 A为阿贝尔范畴, A,B,C ∈ A. 称 A

u−→ B
v−→ C 正合,如果自然映射 Ker v ' Imu是同构.

由于它们都可以看成是 B 的子对象 (存在到 B 的单态射),此时 Ker v = Imu. 由此可知

0→ A
u−→ B

v−→ C → 0

正合当且仅当 Keru = 0, Imu = Ker v, Im v = C,这样的序列被称为短正合列.

命题 A.34 (蛇形引理)
考虑阿贝尔范畴 A中的交换图

A //

α
��

B //

β
��

C //

γ

��

0

0 // A′ // B // C

其中每行都是正合的,则存在唯一的态射

δ : Ker γ → Cokerα

使得下图交换

B ×C Ker γ //

��

Ker γ

δ
��

A′ // Cokerα

其中左竖直态射由 β 诱导,而且我们有正合列

Kerα→ Kerβ → Ker γ
δ−→ Cokerα→ Cokerβ → Coker γ.

对于模范畴情形,我们可以直接验证.
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推论 A.35 (五引理)
考虑交换图表

A1 //

u1

��

A2 //

u2

��

A3 //

u3

��

A4 //

u4

��

A5

u5

��
B1 // B2 // B3 // B4 // B5,

其中每行都正合. 如果 u1, u2, u4, u5是同构,则 u3也是同构.

§A.2.5 正向极限和逆向极限

定义 A.36 (正向极限)
设 I 是一个偏序集. 对于范畴 A中的一族对象 Ai, i ∈ I ,以及 i ≤ j 时态射 αij : Ai → Aj ,如果对
象 A以及一族态射 αi : Ai → A,满足对任意 i ≤ j, αj ◦αij = αi,以及对于任意对象M 和一族态

射 ui : Ai →M ,如果 uj ◦ αij = ui,存在唯一的 v : A→M 使得下图交换

Ai
αij //

αi   A
AA

AA
AA

A

∀ui

��

Aj

αj

��
uj

��

A

∃!v
��
M

则称 (A,αi)为 Ai的正向极限,记为 lim−→
i

Ai.

定义 A.37 (逆向极限)
对于范畴 A中的一族对象 Ai, i ∈ I ,以及 i ≤ j 时态射 αij : Ai → Aj ,如果对象 A以及一族态射

αi : Ai → A,满足对任意 i ≤ j, αj ◦ αij = αi,以及对于任意对象M 和一族态射 ui : Ai →M ,如
果 uj ◦ αij = ui,存在唯一的 v : A→M 使得下图交换

M

∀ui

��

∀uj

��

∃!v
��
A

αi

��

αj

  A
AA

AA
AA

A

Ai αij

// Aj

则称 (A,αi)为 Ai的逆向极限,记为 lim←−
i

Ai.

命题 A.38
正向极限和逆向极限是同构意义下唯一的.

证明 易证. □
我们考虑模范畴情形. 对于正向系Ai, i ∈ I ,设A = lim−→

i

Ai,则存在映射 u :
⊕

iAi → A. 考虑
⊕

iAi
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中由 aj − uij(ai)生成的子模M ,则

lim−→
i

Ai =

⊕
iAi
M

,

所以正向极限是直和的商模. 同理, 设 B = lim←−
i

Ai, 则存在映射 u : B →
∏
iAi. 考虑

∏
iAi 中由满足

aj = uij(ai)的元素 (ai)i全体 N ,则 N 是
∏
iAi的子模,它就是 lim←−

i

Ai.

§A.2.6 复形

设 A是一个阿贝尔范畴. A上的复形 L = L•是指一族对象 Li, i ∈ Z,以及态射 d = di : Li → Li+1,
使得 d ◦ d = 0. 我们记为

L = (· · · → Li → Li+1 → · · · ).

其中 d 被称为 L 的微分, Li 被称为 i 次分量. 复形的态射 u : L → M 是指一族 ui : Li → M i, 使得
dM ◦ ui = ui+1 ◦ dL. A上复形全体构成阿贝尔范畴 C(A).
定义

ZiL = Ker di : Li → Li+1, BiL = Im di−1 : Li−1 → Li,

Hi = Zi/Bi,

为 L的循环,边界,上同调.

定义 A.39 (拟同构)
设 u : L→M 是复形的态射. 如果 Hi(u) : HiL→ HiM 是同构, ∀i,则称 u是拟同构.

显然任意 A ∈ A可以看做 0处是 A,其它地方是 0的复形.

定义 A.40 (解出)
设 A ∈ A, L,M ∈ C(A). 称 u : L→ E 是一个左解出,如果 Li = 0, i > 0. 这等价于给出正合列

· · · → L2 → L1 → L0 → A→ 0.

类似地,称 u : A→M 是一个右解出,如果M i = 0, i < 0. 这等价于给出正合列

0→ A→M0 →M1 →M2 → · · · .

§A.2.7 导出函子

定义 A.41 (导出函子)
设 F : A→ B是加性范畴间的加性函子. 如果对于任意正合列

0→ A1 → A2 → A3 → 0,

序列

0→ F(A1)→ F(A2)→ F(A3)

(或 F(A1) → F(A2) → F(A3) → 0)也正合,则称 F 是左正合(或右正合). 如果 F 既左正合也右
正合,则称其正合. 对于反变函子 G : A→ B,我们称其左正合 (或右正合)是指其对应的共变函子
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Gop : Aop → B左正合 (或右正合).

例题 A.9设M ∈ Mod/R. 函子 Hom(M,−) : Mod/R→ Mod/R是左正合的. 设

0 //A
u //B

v //C

正合,则
0 //Hom(M,A) //Hom(M,B) //Hom(M,C)

正合. 显然该序列构成复形. 设 f ∈ Hom(M,A) 使得 u ◦ f = 0, 由于 u 是单射, 因此 f = 0. 设
g ∈ Hom(M,B) 使得 v ◦ g = 0, 对任意 m ∈ M , g(m) ∈ Ker v = Imu, 因此存在唯一的 a ∈ A 使得
u(a) = g(m). 定义 h :M → A, h(m) = a,则容易看出 h是模同态且 u ◦ h = g.

类似地,反变函子 Hom(−,M) : Mod/R→ Mod/R左正合.
例题 A.10设M ∈ Mod/R,则函子M ⊗− : Mod/R→ Mod/R是右正合的.

定义 A.42 (内射和投射)
设 A是阿贝尔范畴. 如果 Hom(−,M)正合,我们称M 是内射的. 我们称 A有足够多的内射对象,
是指对任意 L ∈ A,存在内射 L′ ∈ A和单态射 L→ L′.
如果 Hom(M,−)正合,我们称M 是投射的. 我们称 A有足够多的投射对象,是指对任意 L ∈ A,
存在投射 L′ ∈ A和满态射 L′ → L.

设 A是有足够多的内射对象的阿贝尔范畴. 对于任意 A ∈ A,存在内射 I0 和单态射 A → I0. 对其
余核进行同样的操作 Coker (A→ I0)→ I1,反复操作下去,我们便可得到 A的一个内射右解出

0→ A→ I0 → I1 → · · · .

对于左正合函子 F : A→ B,复形
0→ F(I0)→ F(I1)→ · · ·

的上同调 RiF(A)称为 F 的右导出函子 RiF : A→ B. 显然 R0F = F .
类似地,设 A是有足够多的投射对象的阿贝尔范畴. 对于任意 A ∈ A,存在投射左解出

· · · → P 1 → P 0 → A→ 0.

对于右正合函子 F : A→ B,复形

· · · → F(P 1)→ F(P 0)→ 0

的同调 LiF(A) := H−i(F(P •)
)
称为 F 的左导出函子 LiF : A→ B. 显然 L0F = F .

对于反变函子,考虑其对应的共变函子即可.

§A.3 群的上同调

§A.3.1 上同调群

设 A是一个 G模,定义 F(A) = AG 为 A中被 G固定的部分,则这诱导了 G模范畴到交换群范畴

的一个函子. F 是左正合的,即如果
0→ A→ B → C
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是 G模正合列 (A→ B 是单射, A→ B 的像等于 B → C 的核),则

0→ F(A)→ F(B)→ F(C)

是交换群的正合列.

� 练习 A.3.1证明 A 7→ AG是左正合的.

基于范畴的一般理论, F 有所谓右导出函子 Hi(G,−) = RiF ,它们可以通过下述方式得到. 我们可
以构造 Z的左解出序列

· · · → P2 → P1 → P0 → Z→ 0,

其中 Pi都是自由 G模. 于是Ki = HomG(Pi, A)构成余链复形

0→ K0 → K1 → K2 → K3 → · · · ,

即连续的两个映射的复合是 0,定义

Hq(G,A) = Hq(K) =
Ker (Kq → Kq+1)

Im (Kq−1 → Kq)
.

实际上,我们可以取 Pi = Z[G× · · · ×G],其中一共有 i+ 1个 G, G通过对角作用,即

s.(g0, . . . , gi) = (sg0, . . . , sgi).

映射为

d(g0, . . . , g1) =
i∑

j=0

(−1)j(g0, . . . , ĝj , . . . , gi),

其中 ĝj 表示去除该项. 特别地 d : P0 → Z为 d(g0) = 1.

� 练习 A.3.2验证 · · · → P2 → P1 → P0 → Z→ 0是正合的.

于是Ki = HomG(Pi, A)可以看成 G× · · · ×G上满足

h(s.g0, . . . , s.gi) = s.h(g0, . . . , gi)

的函数全体. 由此也可以看出 h完全由函数

f(g1, . . . , gi) = h(1, g1, g1g2, . . . , g1 . . . gi)

确定. 通过这种非齐次的表达式, d变为了

df(g1, . . . , gi+1) =g1.f(g2, . . . , gi+1)

+
i∑

j=1

(−1)jf(g1, . . . , gjgj+1, . . . , gi+1)

+ (−1)i+1f(g1, . . . , gi).

特别地, 1余循环 Ker (K1 → K2)由满足

f(gg′) = g.f(g′) + f(g)

的函数构成, 1余边界 Im (K0 → K1)由 f(g) = g.a − a形式的函数构成. 显然,如果 G的作用是平凡

的,则 H1(G,A) = Hom(G,A).

� 练习 A.3.3 2余循环满足什么条件?

由导出函子的性质,我们有
0→ A→ B → C → 0
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正合,则
· · · → Hq(G,B)→ Hq(G,C)

δ−→ Hq+1(G,A)→ Hq+1(G,B)→ · · ·

正合,其中 δ被称为连接映射.

§A.3.2 同调群

设 A是一个 G模, DA为 A中 s.a − a, s ∈ G生成的子模,考虑 F(A) = AG := A/DA,它是 A被

G作用平凡的极大商.

� 练习 A.3.4证明 A 7→ AG是右正合的.

基于范畴的一般理论, F 有所谓左导出函子 Hi(G,−) = LiF ,它们可以通过下述方式得到. 类似地,
我们可以构造 Z的左解出序列

· · · → P2 → P1 → P0 → Z→ 0,

其中 Pi = Z[G× · · · ×G]. 于是 Hq(G,A)为链复形

· · · → P2 ⊗G A→ P1 ⊗G A→ P0 ⊗G A→ 0

其中的元素可视为函数 x(g1, . . . , gq). 类似地, d为

dx(g1, . . . , gq−1) =
∑
g∈G

g−1.f(g, g1, . . . , gq−1)

+

q−1∑
j=1

(−1)j
∑
g∈G

x(g1, . . . , gjg, g
−1, , . . . , gq−1)

+ (−1)qf(g1, . . . , gq−1, q).

我们有类似的长正合列.

若 A = Z, G为平凡作用,则 H1(G,Z) = Gab. 实际上,设 π : Z[G] → Z为增广映射,即
∑
ngg 7→∑

ng. 令 IG为其核,即增广理想,它由 g − 1生成. 由定义, H0(G,A) = A/IGA. 考虑

0→ IG → Z[G] π−→ Z→ 0.

我们有 H0(G, IG) = IG/I
2
G 且其在 H0(G,Z[G])中的像为 0. 而 Z[G]是自由模,它的同调为 0,因此同调

的上正合列诱导了同构

d : H1(G,Z)→ H0(G, IG) = IG/I
2
G.

容易验证 s 7→ s− 1诱导了同构 Gab ' IG/I2G. 因此 H1(G,Z) = Gab.

由导出函子的性质,我们有
0→ A→ B → C → 0

正合,则
· · · → Hq+1(G,B)→ Hq+1(G,C)

δ−→ Hq(G,A)→ Hq(G,B)→ · · ·

正合,其中 δ被称为连接映射.
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§A.3.3 泰特上同调

我们希望将群的上同调和同调统一起来. 设 G有限群. 记

N =
∑
g∈G

g ∈ Z[G]

为它的范数,
IG = 〈g − 1 | g ∈ G〉 ⊆ Z[G]

为增广理想. N在 A上的作用满足

IGA ⊆ AN=0 = kerN, NA = imN ⊆ AG.

定义泰特上同调

Ĥn(G,A) = Hn(G,A), n ≥ 1

Ĥ0(G,A) = AG/NA,

Ĥ−1(G,A) = AN=1/IGA,

Ĥ−n(G,A) = Hn−1(G,A), n ≥ 2

则对于正合列

0→ A→ B → C → 0,

我们有长正合列

· · · → Ĥq−1(G,C)→ Ĥq(G,A)→ Ĥq(G,B)→ Ĥq(G,C)→ Ĥq+1(G,A)→ · · ·

后文中我们将简记 Hn = Ĥn, n ∈ Z.

§A.3.4 埃尔布朗商

为了计算类域的上同调,我们需要埃尔布朗商. 设 G有限群, A是 G模,则

H0(G,A) = AG/NA,

H−1(G,A) = AN=1/IGA,

H1(G,A) = Z1/B1,

其中

Z1 :=
{
f : G→ A | f(gh) = f(g)hf(h)

}
,

B1 :=
{
fa : G→ A | fa(g) = ag−1, a ∈ A

}
.

命题 A.43
如果 G = 〈σ〉是循环群,则 H1(G,A) = H−1(G,A). 对于 G模的正合列

1 // A
i // B

j // C // 1
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我们有正合六边形

H0(G,A)
f1 // H0(G,B)

f2

&&NN
NNN

NNN
NN

H−1(G,C)

f6
77ppppppppppp

H0(G,C)

f3xxppp
ppp

ppp
p

H−1(G,B)

f5

ggNNNNNNNNNNN

H−1(G,A)
f4oo

该命题可以利用此情形下泰特上同调和复形

· · · σ−1 // Z[G] N // Z[G] σ−1 // Z[G] N // Z[G] σ−1 // . . .

的上同调一致得到,见 [18, §8.4]. 由此可知Hn(G,A)只与 n的奇偶性有关,从而由上同调的长正合列得
到该命题. 也可以直接证明,见 [15, Proposition 4.3.7, Proposition 4.7.1],其中 f3(c) =

(
j−1(c)

)σ−1
, f6(c) =

N
(
j−1(c)

)
.

� 练习 A.3.5验证 f3, f6是良定义的,并由此证明该命题.

定义 A.44 (埃尔布朗商)
定义

h(G,A) =
#H0(G,A)

#H−1(G,A)

为 A的埃尔布朗商. 这里它只在两个上同调都有限的情形才有定义.

由正合六边形,
0→ Im f6 → H0(G,A)→ Im f1 → 0

正合,因此 #H0(G,A) = #Im f6 ·#Im f1. 类似地,对其它上同调也有这样的形式,因此

h(G,B) = h(G,A)h(G,C).

� 练习 A.3.6证明有限模的埃尔布朗商是 1.

命题 A.45
如果 G是有限循环群,则

Hi(G, IndHGB) ∼= Hi(H,B).

证明 设 A = IndHGB. 设 R是 G/H 的一组代表元. 考虑 H 模同态

π : A→ B, f 7→ f(1),

ν : A→ B, f 7→
∏
τ∈R

f(τ).

容易看出

s : B → A, b 7→ fb(h) =

bh, 如果h ∈ H,1, 如果h /∈ H
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满足 π ◦ s = ν ◦ s = id. 我们还有
π ◦NG = NH ◦ v.

很明显, π诱导了同构 AG → BH ,而且

π(NGA) = NH(νA) ⊆ NHB, NHB = NH(νsB) = π
(
NG(sB)

)
⊆ π(NGA).

因此 H0(G,A) = H0(H,B). i = −1情形留作习题. □
� 练习 A.3.7证明 G是有限循环群时, H−1(G, IndHGB) ∼= H−1(H,B).
� 练习 A.3.8如果 G是有限群, H 是正规子群,则 H1(G, IndHGB) ∼= H1(H,B).
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