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002 班 (电气) 课程信息

• 课时: 共 10 周 40 课时, 从 2025-09-09 到 2025-11-13
• 期末考试在课程结束后两周左右
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003 班 (自动化) 课程信息

• 课时: 共 10 周 40 课时, 从 2025-09-09 到 2025-11-13
• 期末考试在课程结束后两周左右

003 班 (自动化)QQ 群: 1006453495
入群答案 1400261B 教材: 《复变函数与积分变换》
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成绩构成

作业 15 分
作业通过超星发布和提
交, 约两周交一次. 作业
必须按时提交, 不允许
补交.

课堂测验 25 分
课堂测验共 3 次, 取最
高的两次平均. 测验范
围和时间会提前通知.
测验时在教室内作答，
否则按未考处理.

其它 10 分
完成超星各个章节的任
务点.

期末考试 50 分
期末卷面需要达到 45
分才计算总评分数, 45
分以下直接不及格.
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复变函数的应用

复变函数的应用非常广泛, 它包括：

• 数学中的代数、数论、几何、分析、动力系统⋯⋯
• 物理学中流体力学、材料力学、电磁学、光学、量子力学⋯⋯
• 信息学、电子学、电气工程⋯⋯
可以说复变函数应用之广, 在大学数学课程中仅次于高等数学和线性代数.
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课程内容关系

复数的要素 四则运算 幂和方根

数列极限 函数极限 连续

导数 解析函数 柯西-黎曼方程 初等函数

积分: 参变量法 柯西-古萨定理 原函数法 柯西积分公式 留数法

幂级数 泰勒展开 洛朗级数

傅里叶变换
拉普拉斯变换
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课程学习方法

课前
预习课本

课上
认真听课
记好笔记

课后
过一遍教材
与课上知识点

作业
检测学
习效果
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第一章 复数与复变函数
1 复数及其代数运算

2 复数的三角形式与指数形式

3 三角和指数形式在计算中的运用

4 曲线和区域

5 复变函数

6 极限和连续性



第一节 复数及其代数运算
复数的产生

复数的概念

复数的代数运算

共轭复数



复数与解方程 非考试内容

复数起源于多项式方程的求根问题.

考虑一元二次方程 x2 + bx + c = 0. 配方可得(
x + b

2

)2
= b2 − 4c

4
.

于是得到求根公式 x = −b ±
√

∆
2

, 其中 ∆ = b2 − 4c.

(1) 当 ∆ > 0 时, 有两个不同的实根;
(2) 当 ∆ = 0 时, 有一个二重的实根;
(3) 当 ∆ < 0 时, 无实根.

可以看出, 在一元二次方程中, 我们可以舍去包含负数开方的解. 然而在一元三次方程
中, 即便只考虑实数根也会不可避免地引入负数开方.
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例题: 三次方程求解 (一个实根) 非考试内容

例. 解方程 x3 + 6x − 20 = 0.

解答. 设 x = u + v,

那么

u3 + v3 + 3uv(u + v) + 6(u + v) − 20 = 0.

我们希望
u3 + v3 = 20, uv = −2.

那么 u3, v3 满足一元二次方程

X2 − 20X − 8 = 0.

解得
u3 = 10 ±

√
108 = (1 ±

√
3)3.

所以 u = 1 ±
√

3, v = 1 ∓
√

3. x = u + v = 2.

2
−20
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解答. 设 x = u + v, 那么
u3 + v3 + 3uv(u + v) + 6(u + v) − 20 = 0.

我们希望
u3 + v3 = 20, uv = −2.

那么 u3, v3 满足一元二次方程

X2 − 20X − 8 = 0.

解得
u3 = 10 ±

√
108 = (1 ±

√
3)3.

所以 u = 1 ±
√

3, v = 1 ∓
√

3. x = u + v = 2.

2
−20
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例题: 三次方程求解 (三个实根) 非考试内容

例. 解方程 x3 − 7x + 6 = 0.

解答. 类似地 x = u + v, 其中
u3 + v3 = −6, uv = 7

3
.

于是 u3, v3 满足一元二次方程 X2 + 6X + 343/27 = 0.
该方程无实数解, 我们可以强行解得 u3 = −3 + 10

9
√

−3. 于
是

u = 3 + 2
√

−3
3

,
−9 +

√
−3

6
,
3 − 5

√
−3

6
,

v = 3 − 2
√

−3
3

,
−9 −

√
−3

6
,
3 + 5

√
−3

6
,

x = u + v = 2, −3, 1.

−3 1 2
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一般情形三次方程的根 非考试内容

一般地, 方程 x3 + px + q = 0 的解为 (p = 0 情形较简单, 这里不考虑)

x = u − p

3u
, u3 = −q

2
+

√
∆, ∆ = q2

4
+ p3

27
.

通过分析函数图像的极值点可以知道:

∆ > 0, 有 1 个根 ∆ = 0, 有 2 个根
x = − 3

√
4q, 1

2
3
√

4q (2 重).
∆ < 0, 有 3 个根
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三次方程的根与负数开方 非考试内容

由此可见, 若想使用求根公式, 就必须接受负数开方.

那么为什么当 ∆ < 0 时, 从
求根公式一定能得到 3 个实根呢? 这个问题在我们学习了第一章的内容之后可以得到
回答.

尽管在十六世纪, 人们已经得到了三次方程的求根公式, 然而对其中出现的虚数,
却是难以接受. 莱布尼兹曾说: 圣灵在分析的奇观中找到了超凡的显示, 这就是那个理
想世界的端兆, 那个介于存在与不存在之间的两栖物, 那个我们称之为虚的 −1 的平方
根。 不过, 现在我们可以用更为现代和严格的语言来引入复数.

复变函数与积分变换 ▶第一章 复数与复变函数 ▶ 1 复数及其代数运算 ▶A 复数的产生
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复数的定义

现在我们来正式介绍复数的概念.

为了避免记号 √
−1 带来的歧义, 我们先引入抽

象符号 i, 再通过定义它的运算来构造复数.

定义. 固定一个记号 i, 复数就是形如 z = x + yi 的元素, 其中 x, y 均是实数, 且不同的
(x, y) 对应不同的复数.

回忆全体实数、有理数、整数、自然数构成的集合分别记作 R,Q,Z,N. 将全体复
数记作 C.

实数 x 可以自然地看成复数 x + 0i. 于是我们有 R ⊆ C.
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复平面

C 自然构成一个二维实线性空间, 且 {1, i} 是一组基.

因此它和平面上的点可以建
立一一对应, 并将建立起这种对应的平面称为复平面.

0

z = x + yi

一一对应

O

Z(x, y)

x
y 一一对应

O

−→
OZ = (x, y)
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实部和虚部, 虚数和纯虚数

• x, y 轴分别对应复平面的实轴和虚轴.
• 称 z = x + yi 中 x = Re z 为 z 的实部; y = Im z 为 z 的虚部.
• 当虚部 Im z = 0 时, z 为实数, 它落在实轴上.

• 不是实数的复数是虚数.

• 当实部 Re z = 0 且 z ̸= 0 时, z 为纯虚数, 它落在虚轴上.

0 Re z

Im z

z = x + yi

实轴

虚轴

实数

纯虚数
不含原点

实数
0, 1,

√
2, π, e

纯虚数
i, −i, πi 全

体
复
数

虚数
i, πi, −1+

√
3i

2
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例题：判断实数和纯虚数

例. 实数 x 取何值时, z = (x2 + 3x − 4) + (x2 + 5x − 6)i 是:

(1) 实数; (2) 纯虚数.

解答.

(1) Im z = x2 + 5x − 6 = 0, 即 x = 1 或 −6.
(2) Re z = x2 + 3x − 4 = 0, 即 x = 1 或 −4.

但同时要求 Im z = x2 + 5x − 6 ̸= 0, 因此
x ̸= 1. 故 x = −4.

练习. 若 x2(1 + i) − x(5 + 4i) + 4 + 3i 是纯虚数, 则实数 x =

4

.
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复数的加法与减法

设 z1 = x1 + y1i, z2 = x2 + y2i.

定义复数的加法和减法:

z1 + z2 = (x1 + x2) + (y1 + y2)i, z1 − z2 = (x1 − x2) + (y1 − y2)i.

复数的加减法与其对应的向量 −→
OZ 的加减法是一致的.

z1

z2

z1 + z2

z1 − z2

−z2
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复数的乘法、除法和乘幂

规定 i · i = −1.

定义复数的乘法:

z1 · z2 = (x1 + y1i)(x2 + y2i) = x1 · x2 + x1 · y2i + y1i · x2 + y1i · y2i
= (x1x2 − y1y2) + (x1y2 + x2y1)i.

此时加法/乘法交换律, 结合律以及乘法分配律均成立.

待定系数可得复数的除法:

z1
z2

= (x1 + y1i)(x2 − y2i)
x2

2 + y2
2

= x1x2 + y1y2
x2

2 + y2
2

+ x2y1 − x1y2
x2

2 + y2
2

i.

对于正整数 n, 定义 z 的 n 次幂为 n 个 z 相乘. 当 z ̸= 0 时, 还可以定义
z0 = 1, z−n = 1

zn
.
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例题: 复数的乘幂

例.

(1) i2 = −1, i3 = −i, i4 = 1.

一般地, 对于整数 n,

i4n = 1, i4n+1 = i, i4n+2 = −1, i4n+3 = −i.

(2) 令 ω = −1 +
√

3i
2

, 则 ω2 = −1 −
√

3i
2

, ω3 = 1.

(3) 令 z = 1 + i,

则

z2 = 2i, z3 = −2 + 2i, z4 = −4, z8 = 16 = 24.

将满足 zn = 1 的复数 z 称为 n 次单位根. 那么 1, i, −1, −i 是 4 次单位根, 1, ω, ω2

是 3 次单位根, −ω 是 6 次单位根.
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例题: 复数代数式的计算

实数情形的等差数列求和公式、等比数列求和公式、二项式展开、平方差公式等
代数恒等式在复数情形也成立.

例. 化简 1 + i + i2 + · · · + i1000.

解答. 根据等比数列求和公式,

1 + i + i2 + · · · + i1000 = i1001 − 1
i − 1

= i − 1
i − 1

= 1.

练习. 化简
(1 + i

1 − i

)2026
=

−1

.
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共轭复数的定义和性质

定义. 称 z 在复平面关于实轴的对称点为它的共轭复数 z. 换言之, x + yi = x − yi.

从定义出发, 不难验证共轭复数满足如下性质:

(1) z 是 z 的共轭复数. 共轭是一种对合

(2) z1 ± z2 = z1 ± z2, z1 · z2 = z1 · z2,
(z1

z2

)
= z1

z2
. 共轭复数和四则运算交换

(3) zz = (Re z)2 + (Im z)2.
(4) z + z = 2 Re z, z − z = 2i Im z. x, y 和 z, z 可相互表示
(5) z = z ⇐⇒ z 是实数; z = −z ⇐⇒ z 是纯虚数或 z = 0. 判断实数和纯虚数

使用共轭复数进行计算和证明，往往比直接使用 x, y 表达的形式更简单.

练习. z 关于虚轴的对称点是

−z

.
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例题：共轭复数证明等式

例. 证明 z1 · z2 − z1 · z2 = 2i Im(z1 · z2).

我们可以设 z1 = x1 + y1i, z2 = x2 + y2i, 然后代入等式两边化简并比较实部和虚部
得到. 但我们利用共轭复数可以更简单地证明它.

证明. 由于 z1 · z2 = z1 · z2 = z1 · z2,

因此

z1 · z2 − z1 · z2 = z1 · z2 − z1 · z2 = 2i Im(z1 · z2).

复变函数与积分变换 ▶第一章 复数与复变函数 ▶ 1 复数及其代数运算 ▶D 共轭复数
⊞□□□□⊞□□□⊞□□□⊞□□□□ 21 / 93



例题：共轭复数证明等式

例. 证明 z1 · z2 − z1 · z2 = 2i Im(z1 · z2).

我们可以设 z1 = x1 + y1i, z2 = x2 + y2i, 然后代入等式两边化简并比较实部和虚部
得到.

但我们利用共轭复数可以更简单地证明它.

证明. 由于 z1 · z2 = z1 · z2 = z1 · z2,

因此

z1 · z2 − z1 · z2 = z1 · z2 − z1 · z2 = 2i Im(z1 · z2).

复变函数与积分变换 ▶第一章 复数与复变函数 ▶ 1 复数及其代数运算 ▶D 共轭复数
⊞□□□□⊞□□□⊞□□□⊞□□□□ 21 / 93



例题：共轭复数证明等式

例. 证明 z1 · z2 − z1 · z2 = 2i Im(z1 · z2).

我们可以设 z1 = x1 + y1i, z2 = x2 + y2i, 然后代入等式两边化简并比较实部和虚部
得到. 但我们利用共轭复数可以更简单地证明它.

证明. 由于 z1 · z2 = z1 · z2 = z1 · z2,

因此

z1 · z2 − z1 · z2 = z1 · z2 − z1 · z2 = 2i Im(z1 · z2).

复变函数与积分变换 ▶第一章 复数与复变函数 ▶ 1 复数及其代数运算 ▶D 共轭复数
⊞□□□□⊞□□□⊞□□□⊞□□□□ 21 / 93



例题：共轭复数证明等式

例. 证明 z1 · z2 − z1 · z2 = 2i Im(z1 · z2).

我们可以设 z1 = x1 + y1i, z2 = x2 + y2i, 然后代入等式两边化简并比较实部和虚部
得到. 但我们利用共轭复数可以更简单地证明它.

证明. 由于 z1 · z2 = z1 · z2 = z1 · z2,

因此

z1 · z2 − z1 · z2 = z1 · z2 − z1 · z2 = 2i Im(z1 · z2).

复变函数与积分变换 ▶第一章 复数与复变函数 ▶ 1 复数及其代数运算 ▶D 共轭复数
⊞□□□□⊞□□□⊞□□□⊞□□□□ 21 / 93



例题：共轭复数证明等式

例. 证明 z1 · z2 − z1 · z2 = 2i Im(z1 · z2).

我们可以设 z1 = x1 + y1i, z2 = x2 + y2i, 然后代入等式两边化简并比较实部和虚部
得到. 但我们利用共轭复数可以更简单地证明它.

证明. 由于 z1 · z2 = z1 · z2 = z1 · z2, 因此

z1 · z2 − z1 · z2 = z1 · z2 − z1 · z2 = 2i Im(z1 · z2).

复变函数与积分变换 ▶第一章 复数与复变函数 ▶ 1 复数及其代数运算 ▶D 共轭复数
⊞□□□□⊞□□□⊞□□□⊞□□□□ 21 / 93



例题：共轭复数判断实数

例. 设 z = x + yi 是虚数. 证明: x2 + y2 = 1 当且仅当 z + 1
z
是实数.

证明. z + 1
z
是实数等价于

z + 1
z

=
(
z + 1

z

)
= z + 1

z
,

等价于

z − z = 1
z

− 1
z

= z − z

zz
, (z − z)(zz − 1) = 0.

由 z 是虚数可知 z ̸= z. 故上述等式等价于 zz = 1, 即 x2 + y2 = 1.
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z
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z
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z + 1
z
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(
z + 1

z
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= z + 1

z
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例题: 复数的代数计算

由于 zz 是一个实数,

因此在做复数的除法运算时, 可以利用下式将其转化为乘法:

z1
z2

= z1z2
z2z2

= z1z2
x2

2 + y2
2

.

例. z = −1
i

− 3i
1 − i

, 求 Re z, Im z 以及 zz.

解答.
z = −1

i
− 3i

1 − i

= i − 3i − 3
2

= 3
2

− 1
2

i,

Re z = 3
2

, Im z = −1
2

, zz =
(3

2

)2
+

(
−1

2

)2
= 5

2
.
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例题: 复数的代数计算

例. 设 z1 = 5 − 5i, z2 = −3 + 4i, 求
(z1

z2

)
.

解答.

z1
z2

= 5 − 5i
−3 + 4i

= (5 − 5i)(−3 − 4i)
(−3)2 + 42

= (−15 − 20) + (−20 + 15)i
25

= −7
5

− 1
5

i,

因此
(z1

z2

)
= −7

5
+ 1

5
i.
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第二节 复数的三角形式与指数形式
复数的模和辐角

复数的三角和指数形式



复数的极坐标形式

由平面的极坐标表示, 我们可以得到复数的另一种表示方式.

以 0 为极点, 正实轴
为极轴, 逆时针为极角方向可以定义出复平面上的极坐标系.

定义.

(1) 称 r 为 z 的模, 记为 |z| = r.
(2) 称 θ 为 z 的辐角, 记为 Arg z = θ.

约定 0 的辐角没有定义.

0

z = x + yi

x

y

θ

r

x = r cos θ, y = r sin θ,

r =
√

x2 + y2.
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辐角主值

任意非零复数 z 都有无穷多个辐角.

称其中位于 (−π, π] 的那个辐角为辐角主
值或主辐角, 记作 arg z. 那么

Arg z = arg z + 2kπ, k ∈ Z.

注意 arg z = − arg z 未必成立, 当且仅当 z 不是负实数和 0 时该等式成立.

arg z =



arctan y

x
, x > 0;

arctan y

x
+ π, x < 0, y ⩾ 0;

arctan y

x
− π, x < 0, y < 0;

π

2
, x = 0, y > 0;

−π

2
, x = 0, y < 0.

0

arctan y

x

arctan y

x

arctan y

x
+ π

π
arctan y

x
− π

π

2

−π

2

复变函数与积分变换 ▶第一章 复数与复变函数 ▶ 2 复数的三角形式与指数形式 ▶A 复数的模和辐角
⊞□□□⊞□□□□ 26 / 93



辐角主值

任意非零复数 z 都有无穷多个辐角. 称其中位于 (−π, π] 的那个辐角为辐角主
值或主辐角, 记作 arg z.

那么
Arg z = arg z + 2kπ, k ∈ Z.

注意 arg z = − arg z 未必成立, 当且仅当 z 不是负实数和 0 时该等式成立.

arg z =



arctan y

x
, x > 0;

arctan y

x
+ π, x < 0, y ⩾ 0;

arctan y

x
− π, x < 0, y < 0;

π

2
, x = 0, y > 0;

−π

2
, x = 0, y < 0.

0

arctan y

x

arctan y

x

arctan y

x
+ π

π
arctan y

x
− π

π

2

−π

2

复变函数与积分变换 ▶第一章 复数与复变函数 ▶ 2 复数的三角形式与指数形式 ▶A 复数的模和辐角
⊞□□□⊞□□□□ 26 / 93



辐角主值

任意非零复数 z 都有无穷多个辐角. 称其中位于 (−π, π] 的那个辐角为辐角主
值或主辐角, 记作 arg z. 那么

Arg z = arg z + 2kπ, k ∈ Z.

注意 arg z = − arg z 未必成立, 当且仅当 z 不是负实数和 0 时该等式成立.

arg z =



arctan y

x
, x > 0;

arctan y

x
+ π, x < 0, y ⩾ 0;

arctan y

x
− π, x < 0, y < 0;

π

2
, x = 0, y > 0;

−π

2
, x = 0, y < 0.

0

arctan y

x

arctan y

x

arctan y

x
+ π

π
arctan y

x
− π

π

2

−π

2

复变函数与积分变换 ▶第一章 复数与复变函数 ▶ 2 复数的三角形式与指数形式 ▶A 复数的模和辐角
⊞□□□⊞□□□□ 26 / 93



辐角主值

任意非零复数 z 都有无穷多个辐角. 称其中位于 (−π, π] 的那个辐角为辐角主
值或主辐角, 记作 arg z. 那么

Arg z = arg z + 2kπ, k ∈ Z.

注意 arg z = − arg z 未必成立, 当且仅当 z 不是负实数和 0 时该等式成立.

arg z =



arctan y

x
, x > 0;

arctan y

x
+ π, x < 0, y ⩾ 0;

arctan y

x
− π, x < 0, y < 0;

π

2
, x = 0, y > 0;

−π

2
, x = 0, y < 0.

0

arctan y

x

arctan y

x

arctan y

x
+ π

π
arctan y

x
− π

π

2

−π

2

复变函数与积分变换 ▶第一章 复数与复变函数 ▶ 2 复数的三角形式与指数形式 ▶A 复数的模和辐角
⊞□□□⊞□□□□ 26 / 93



辐角主值

任意非零复数 z 都有无穷多个辐角. 称其中位于 (−π, π] 的那个辐角为辐角主
值或主辐角, 记作 arg z. 那么

Arg z = arg z + 2kπ, k ∈ Z.

注意 arg z = − arg z 未必成立, 当且仅当 z 不是负实数和 0 时该等式成立.

arg z =
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复数模的性质

复数的模满足如下性质

|Re z|

|Im z|
|z|

z1

z1 + z2

z1 − z2

|z1|

|z 2|

|z1 + z2|

|z 2|

|z1 −
z2 |

|z3 |

|z 1
+ z 2

+ z 3|

(1) zz = |z|2 = |z|2;

(2) |Re z|, |Im z| ⩽ |z| ⩽ |Re z|+|Im z|;

(3)
∣∣|z1| − |z2|

∣∣ ⩽ |z1 ± z2| ⩽ |z1| + |z2|;

(4) |z1 + z2 + · · · + zn| ⩽
|z1| + |z2| + · · · + |zn|.
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例题：共轭复数解决模的等式

例. 证明
(1) |z1z2| = |z1z2| = |z1| · |z2|; (2) |z1 + z2|2 = |z1|2 + |z2|2 + 2 Re(z1z2).

证明.

(1) 因为
|z1z2|2 = z1z2 · z1z2

= z1z1 · z2z2 = |z1|2 · |z2|2,

所以 |z1z2| = |z1| · |z2|. 因此 |z1z2| = |z1| · |z2| = |z1| · |z2|.

(2) 因为
左边 = (z1 + z2)(z1 + z2) = z1z1 + z2z2 + z1z2 + z1z2,

右边 = z1z1 + z2z2 + z1z2 + z1z2,

而 z1z2 = z1z2, 所以两侧相等.
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复数的三角和指数形式

由 x = r cos θ, y = r sin θ 可得

复数的三角形式.
z = r(cos θ + i sin θ).

定义 eiθ = exp(iθ) := cos θ + i sin θ (欧拉恒等式). 那么我们得到

复数的指数形式.
z = reiθ = r exp(iθ).

这两种形式的等价的, 指数形式可以认为是三角形式的一种缩写方式. 求复数的三
角和指数形式的关键在于计算模和辐角.

复变函数与积分变换 ▶第一章 复数与复变函数 ▶ 2 复数的三角形式与指数形式 ▶B 复数的三角和指数形式
⊞□□□⊞□□□□ 29 / 93



复数的三角和指数形式

由 x = r cos θ, y = r sin θ 可得

复数的三角形式.
z = r(cos θ + i sin θ).

定义 eiθ = exp(iθ) := cos θ + i sin θ (欧拉恒等式). 那么我们得到

复数的指数形式.
z = reiθ = r exp(iθ).

这两种形式的等价的, 指数形式可以认为是三角形式的一种缩写方式. 求复数的三
角和指数形式的关键在于计算模和辐角.

复变函数与积分变换 ▶第一章 复数与复变函数 ▶ 2 复数的三角形式与指数形式 ▶B 复数的三角和指数形式
⊞□□□⊞□□□□ 29 / 93



复数的三角和指数形式

由 x = r cos θ, y = r sin θ 可得

复数的三角形式.
z = r(cos θ + i sin θ).

定义 eiθ = exp(iθ) := cos θ + i sin θ (欧拉恒等式).

那么我们得到

复数的指数形式.
z = reiθ = r exp(iθ).

这两种形式的等价的, 指数形式可以认为是三角形式的一种缩写方式. 求复数的三
角和指数形式的关键在于计算模和辐角.
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例题: 求复数的三角和指数形式

例. 将 z = −
√

12 − 2i 化成三角形式和指数形式.

解答. r = |z| =
√

12 + 4 = 4.

由于 z 在第三象限, 因此

arg z = arctan −2
−

√
12

− π

= π

6
− π = −5π

6
.

故

z = 4
(

cos
(
−5π

6

)
+ i sin

(
−5π

6

))
= 4e− 5πi

6 .
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例题: 求复数的三角和指数形式

例. 将 z = sin π

5
+ i cos π

5
化成三角形式和指数形式.

解答. r = |z| = 1.

由于 z 在第一象限, 因此

arg z = arctan cos(π/5)
sin(π/5)

= arctan cot π

5
= π

2
− π

5
= 3π

10
.

z = cos 3π

10
+ i sin 3π

10
= e

3πi
10 .

求复数的三角或指数形式时, 只需取一个辐角就可以了, 不要求必须是辐角主值.
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例题: 求复数的三角和指数形式

另解.

z = sin π

5
+ i cos π

5

= cos
(π

2
− π

5

)
+ i sin

(π

2
− π

5

)
= cos 3π

10
+ i sin 3π

10
= e

3πi
10 .

练习. 将 z =
√

3 − 3i 化成三角形式和指数形式.

答案. z = 2
√

3
(

cos
(
−π

3

)
+ i sin

(
−π

3

))
= 2

√
3e− πi

3 , 写成 5π

3
也可以.
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模为 1 的复数

两个模相等的复数之和的三角和指数形式形式较为简单.

eiθ + eiφ = 2 cos θ − φ

2
e

θ+φ
2 i.

0

eiφ

eiθ

eiθ + eiφ

φ

θ−φ
2

例. 若 |z| = 1, arg z = θ, 则 z + 1 = 2 cos θ

2
e

θi
2 .
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第三节 三角和指数形式在计算中的运用
复数的乘除

复数乘法的几何意义

复数的乘幂

复数的方根

实系数三次方程根的情况



复数的乘除与三角和指数形式

三角和指数形式在复数的乘法、除法和幂次计算中非常有用.

定理. 设
z1 = r1(cos θ1 + i sin θ1) = r1eiθ1 ,

z2 = r2(cos θ2 + i sin θ2) = r2eiθ2 ̸= 0,

则

z1z2 = r1r2
(
cos(θ1 + θ2) + i sin(θ1 + θ2)

)
= r1r2ei(θ1+θ2),

z1
z2

= r1
r2

(
cos(θ1 − θ2) + i sin(θ1 − θ2)

)
= r1

r2
ei(θ1−θ2).

复变函数与积分变换 ▶第一章 复数与复变函数 ▶ 3 三角和指数形式在计算中的运用 ▶A 复数的乘除
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复数乘除的模和辐角

换言之,
|z1z2| = |z1| · |z2|,

∣∣∣z1
z2

∣∣∣ = |z1|
|z2|

,

Arg(z1z2) = Arg z1 + Arg z2, Arg
(z1

z2

)
= Arg z1 − Arg z2.

多值函数相等是指两边所能取到的值构成的集合相等. 注意上述等式中 Arg 不能换成
arg, 也就是说

arg(z1z2) = arg z1 + arg z2, arg
(z1

z2

)
= arg z1 − arg z2

未必成立. 这是因为 arg z1 ± arg z2 有可能不落在区间 (−π, π] 上. 当且仅当等式右侧
落在区间 (−π, π] 内时才成立, 否则等式两侧会相差 ±2π.
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复数的乘除与三角和指数形式

证明. 根据和差的正弦、余弦公式可知

z1z2 = r1(cos θ1 + i sin θ1) · r2(cos θ2 + i sin θ2)

= r1r2
(
(cos θ1 cos θ2 − sin θ1 sin θ2) + i(cos θ1 sin θ2 + sin θ1 cos θ2)

)
= r1r2

(
cos(θ1 + θ2) + i sin(θ1 + θ2)

)
因此乘法情形得证. 设 z1

z2
= reiθ, 则由乘法情形可知

rr2 = r1, θ + Arg z2 = Arg z1.

因此 r = r1
r2

, θ 可取 θ1 − θ2.
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乘积的几何意义

从该定理可以看出, 乘以复数 z = reiθ 可以理解为模放大为 r 倍, 并沿逆时针旋转
角度 θ.
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例题: 复数解决平面几何问题

例. 已知正三角形的两个顶点为 z1 = 1 和 z2 = 2 + i, 求它的另一个顶点.

解答. 由于 −−→z1z3 为
−−→z1z2 顺时针或逆时针旋转

π

3
,

因此

z3 − z1 = (z2 − z1)e± πi
3

= (1 + i)
(1

2
±

√
3

2
i
)

= 1 −
√

3
2

+ 1 +
√

3
2

i 或 1 +
√

3
2

+ 1 −
√

3
2

i,

z3 = 3 −
√

3
2

+ 1 +
√

3
2

i 或 3 +
√

3
2

+ 1 −
√

3
2

i.

z1

z2
z3

z′
3

π/3
π/3
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例题: 复数解决平面几何问题

例. 设 AD 是 △ABC 的角平分线, 证明 AB

AC
= DB

DC
.

证明. 不妨设 A = 0, B = z, C = 1, D = w.

设

λ = DC

BC
= w − 1

z − 1
∈ (0, 1).

那么
w = 1 + λ(z − 1) = λz + (1 − λ).

由于 ∠BAD = ∠DAC, 根据复数乘法的几何意义, z − 0
w − 0

是

w − 0
1 − 0

的正实数倍.

A

B = z

C = 1

D = w
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例题: 复数解决平面几何问题

于是
w2

z
= λ2z + 2λ(1 − λ) + (1 − λ)2

z
∈ R,

λ2z + (1 − λ)2

z
= λ2z + (1 − λ)2

z
,

(
λ2|z|2 − (1 − λ)2)

(z − z) = 0.

显然 z ̸= z. 又因为 0 < λ < 1, 故

AB

AC
= |z| = 1 − λ

λ
= BC − DC

DC
= DB

DC
.

A

B = z

C = 1

D = w

复变函数与积分变换 ▶第一章 复数与复变函数 ▶ 3 三角和指数形式在计算中的运用 ▶B 复数乘法的几何意义
⊞□□⊞□□□⊞□□□⊞□□□⊞ 40 / 93



例题: 复数解决平面几何问题

于是
w2

z
= λ2z + 2λ(1 − λ) + (1 − λ)2

z
∈ R,

λ2z + (1 − λ)2

z
= λ2z + (1 − λ)2

z
,

(
λ2|z|2 − (1 − λ)2)

(z − z) = 0.

显然 z ̸= z. 又因为 0 < λ < 1, 故

AB

AC
= |z| = 1 − λ

λ
= BC − DC

DC
= DB

DC
.

A

B = z

C = 1

D = w

复变函数与积分变换 ▶第一章 复数与复变函数 ▶ 3 三角和指数形式在计算中的运用 ▶B 复数乘法的几何意义
⊞□□⊞□□□⊞□□□⊞□□□⊞ 40 / 93



例题: 复数解决平面几何问题

于是
w2

z
= λ2z + 2λ(1 − λ) + (1 − λ)2

z
∈ R,

λ2z + (1 − λ)2

z
= λ2z + (1 − λ)2

z
,

(
λ2|z|2 − (1 − λ)2)

(z − z) = 0.

显然 z ̸= z. 又因为 0 < λ < 1, 故

AB

AC
= |z| = 1 − λ

λ
= BC − DC

DC
= DB

DC
.

A

B = z

C = 1

D = w

复变函数与积分变换 ▶第一章 复数与复变函数 ▶ 3 三角和指数形式在计算中的运用 ▶B 复数乘法的几何意义
⊞□□⊞□□□⊞□□□⊞□□□⊞ 40 / 93



例题: 复数解决平面几何问题

于是
w2

z
= λ2z + 2λ(1 − λ) + (1 − λ)2

z
∈ R,

λ2z + (1 − λ)2

z
= λ2z + (1 − λ)2

z
,

(
λ2|z|2 − (1 − λ)2)

(z − z) = 0.

显然 z ̸= z.

又因为 0 < λ < 1, 故

AB

AC
= |z| = 1 − λ

λ
= BC − DC

DC
= DB

DC
.

A

B = z

C = 1

D = w

复变函数与积分变换 ▶第一章 复数与复变函数 ▶ 3 三角和指数形式在计算中的运用 ▶B 复数乘法的几何意义
⊞□□⊞□□□⊞□□□⊞□□□⊞ 40 / 93



例题: 复数解决平面几何问题

于是
w2

z
= λ2z + 2λ(1 − λ) + (1 − λ)2

z
∈ R,

λ2z + (1 − λ)2

z
= λ2z + (1 − λ)2

z
,

(
λ2|z|2 − (1 − λ)2)

(z − z) = 0.

显然 z ̸= z. 又因为 0 < λ < 1, 故

AB

AC
= |z| = 1 − λ

λ
= BC − DC

DC
= DB

DC
.

A

B = z

C = 1

D = w

复变函数与积分变换 ▶第一章 复数与复变函数 ▶ 3 三角和指数形式在计算中的运用 ▶B 复数乘法的几何意义
⊞□□⊞□□□⊞□□□⊞□□□⊞ 40 / 93



例题: 复数解决平面几何问题

于是
w2

z
= λ2z + 2λ(1 − λ) + (1 − λ)2

z
∈ R,

λ2z + (1 − λ)2

z
= λ2z + (1 − λ)2

z
,

(
λ2|z|2 − (1 − λ)2)

(z − z) = 0.

显然 z ̸= z. 又因为 0 < λ < 1, 故

AB

AC
= |z| = 1 − λ

λ
= BC − DC

DC
= DB

DC
.

A

B = z

C = 1

D = w

复变函数与积分变换 ▶第一章 复数与复变函数 ▶ 3 三角和指数形式在计算中的运用 ▶B 复数乘法的几何意义
⊞□□⊞□□□⊞□□□⊞□□□⊞ 40 / 93



复数的乘幂

设
z = r(cos θ + i sin θ) = reiθ ̸= 0.

根据复数三角和指数形式的乘法和除法运算法则, 我们有

复数的乘幂.
zn = rn(cos nθ + i sin nθ) = rneinθ, ∀n ∈ Z.

特别地, 当 r = 1 时, 我们得到棣莫弗公式

(cos θ + i sin θ)n = cos nθ + i sin nθ.
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切比雪夫多项式 非考试内容

对棣莫弗公式左侧进行二项式展开可以得到

cos(2θ) = 2 cos2 θ − 1,

cos(3θ) = 4 cos3 θ − 3 cos θ,

cos(4θ) = 8 cos4 θ − 8 cos2 θ + 1,

cos(5θ) = 16 cos5 θ − 20 cos3 θ + 5 cos θ.

一般地, 可以证明 cos nθ 是 cos θ 的 n 次多项式, 这个多项式

gn(T ) = 2n−1T n − n2n−3T n−2 + · · ·

叫做切比雪夫多项式. 它在计算数学的逼近理论中有着重要作用.
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例题: 复数乘幂的计算

例. 求 (1 + i)n + (1 − i)n.

解答.
1 + i =

√
2
(
cos π

4
+ i sin π

4

)
,

1 − i =
√

2
(
cos π

4
− i sin π

4

)
,

(1 + i)n + (1 − i)n = 2
n
2

(
cos nπ

4
+ i sin nπ

4
+ cos nπ

4
− i sin nπ

4

)
= 2

n
2 +1 cos nπ

4
.

练习. 求 (
√

3 + i)2022 =

−22022

.
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4

)
,

1 − i =
√

2
(
cos π

4
− i sin π

4

)
,

(1 + i)n + (1 − i)n = 2
n
2

(
cos nπ

4
+ i sin nπ

4
+ cos nπ

4
− i sin nπ

4

)
= 2

n
2 +1 cos nπ

4
.

练习. 求 (
√

3 + i)2022 = −22022 .

复变函数与积分变换 ▶第一章 复数与复变函数 ▶ 3 三角和指数形式在计算中的运用 ▶C 复数的乘幂
⊞□□⊞□□□⊞□□□⊞□□□⊞ 43 / 93



例题: 复数的乘幂的应用 非考试内容

复数的乘幂可用于计算三角函数有关的式子.

例. 计算 I = sin π

5
sin 2π

5
sin 3π

5
sin 4π

5
.

解答. 设 z = e
2πi
5 .

那么

I = z2 − z3

2i
· z4 − z

2i
· z − z4

2i
· z3 − z2

2i

= 1
16

(
5 − (1 + z + z2 + z3 + z4)

)
= 5

16
.
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复数的方根

我们利用复数乘幂公式来计算复数 z 的 n 次方根 n
√

z.

设

wn = z = reiθ ̸= 0, w = ρeiφ,

则
wn = ρn(cos nφ + i sin nφ) = r(cos θ + i sin θ).

比较两边的模可知
ρn = r, ρ = n

√
r.

为了避免记号冲突, 当 r 是正实数时, n
√

r 默认表示 r 的唯一的 n 次正实根, 称之为算
术根. 由于 nφ 和 θ 的正弦和余弦均相等, 因此存在整数 k 使得

nφ = θ + 2kπ, φ = θ + 2kπ

n
.
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复数的方根

故 w = wk = n
√

r exp
(θ + 2kπ

n
i
)
.

不难看出, wk = wk+n, 而 w0, w1, . . . , wn−1 两两
不同. 因此只需取 k = 0, 1, . . . , n − 1.

定理 (复数的方根). 任意一个非零复数 z 的 n 次方根有 n 个值:

n
√

z = n
√

r exp
(θ + 2kπ

n
i
)

= n
√

r
(
cos θ + 2kπ

n
+ i sin θ + 2kπ

n

)
, k = 0, 1, . . . , n − 1.

这些根的模都相等, 且 wk 和 wk+1 辐角相差 2π

n
. 因此它们是以原点为中心, n

√
r

为半径的圆的内接正 n 边形的顶点.
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典型例题: 复数方根的计算

例. 求 4√1 + i.

解答. 由于 1 + i =
√

2 exp
(πi

4

)
,

因此

4√1 + i = 8√2 exp
(π

4 + 2kπ)i
4

, k = 0, 1, 2, 3.

于是该方根所有值为

w0 = 8√2e
πi
16 , w1 = 8√2e

9πi
16 , w2 = 8√2e

17πi
16 , w3 = 8√2e

25πi
16 .

0
w0

w1

w2

w3
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乘幂和方根的辐角等式

练习. 计算 6√−1 =

±
√

3 + i
2

, ±i, ±
√

3 − i
2

.

注意当 |n| ⩾ 2 时, Arg(zn) = n Arg z 不成立. 这是因为

Arg(zn) = n arg z + 2kπ, n Arg z = n arg z + 2nkπ, k ∈ Z.

不过我们总有
Arg n

√
z = 1

n
Arg z = arg z + 2kπ

n
, k ∈ Z,

其中左边表示 z 的所有 n 次方根的所有辐角.
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应用: 三次方程的求根问题 非考试内容

现在我们来看三次方程 x3 + px + q = 0 的根, p ̸= 0.

回顾求根公式:

x = u + v, u3 = −q

2
+

√
∆, uv = −p

3
, ∆ = q2

4
+ p3

27
.

(1) 若 ∆ > 0, 设 ω = e
2πi
3 , 设实数 α 满足 α3 = −q

2
+

√
∆, 则

u = α, αω, αω2, x = α − p

3α
, αω − p

3α
ω2, αω2 − p

3α
ω.

容易证明后两个根都是虚数.

(2) 若 ∆ ⩽ 0, 则 p < 0, |u|2 = −p

3
> 0. 从而 v = u. 设 3

√
−q

2
+

√
∆ = u1, u2, u3, 则

我们得到 3 个实根
x = u1 + u1, u2 + u2, u3 + u3.

不难验证, 若有重根则 ∆ = 0.
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第四节 曲线和区域
复数表平面曲线

区域和闭区域

区域的特性



例题: 复数方程表圆

很多的平面图形能用复数形式的方程来表示.

这种表示方程有些时候会显得更加
直观和易于理解.

例. |z + 2i| = 2.

该方程表示与 −2i 的距离为 2 的点全体, 即
圆心为 −2i 半径为 2 的圆.
一般的圆方程为 |z − z0| = R, 其中 z0 是圆心, R 是半径.

−2i

复变函数与积分变换 ▶第一章 复数与复变函数 ▶ 4 曲线和区域 ▶A 复数表平面曲线
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很多的平面图形能用复数形式的方程来表示. 这种表示方程有些时候会显得更加
直观和易于理解.
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例题: 复数方程表直线

例. |z−4i| = |z−2|.

该方程表示与 4i和 2的距离相等的点,即
二者连线的垂直平分线. 两边同时平方化简可得 x−2y+3 = 0.
该方程也可以表达为

(1 + 2i)z + (1 − 2i)z + 6 = 0.
2

4i
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例题: 复数方程表椭圆和双曲线

例. |z − z1| + |z − z2| = 2a.

• 当 2a > |z1 − z2| 时, 该方程表示以 z1, z2 为焦点, a 为长半轴的椭圆;
• 当 2a = |z1 − z2| 时, 该方程表示连接 z1, z2 的线段;
• 当 2a < |z1 − z2| 时, 该方程表示空集.

例. |z − z1| − |z − z2| = 2a.

• 当 2a < |z1 − z2| 时, 该方程表示以 z1, z2 为焦点, a 为实半轴的双曲线的一支;
• 当 2a = |z1 − z2| 时, 该方程表示以 z2 为起点, 与 z2, z1 连线反向的射线;
• 当 2a > |z1 − z2| 时, 该方程表示空集.
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例题: 复数方程表平面图形

练习. z2 + z2 = 1 和 z2 − z2 = i 分别表示什么图形?

答案. 双曲线 x2 − y2 = 1
2
和双曲线 xy = 1

4
.
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连续曲线、闭路

设 x(t), y(t), t ∈ [a, b] 是两个连续函数.

参变量方程
{

x = x(t),
y = y(t),

t ∈ [a, b] 定义了
一条连续曲线. 这也等价于 C : z = z(t) = x(t) + iy(t), t ∈ [a, b].

• 若除了两个端点有可能重叠外, 其它情形不会出现重叠的点, 则称 C 是简单曲线.
• 若连续曲线 C 满足两个端点重叠, 即 z(a) = z(b), 则称 C 是闭合曲线.
• 称闭合的简单曲线为简单闭曲线或闭路.

z(a)
z(b)
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例题: 连续曲线

例. 圆 |z − z0| = R 的参数方程: z = z0 + Reiθ, θ ∈ [0, 2π].

例. 直线段:

z(t) = z0 + (z1 − z0)t, t ∈ [0, 1],

其中 z0, z1 为两个端点. 它是简单曲线. z(0)

z(1)

例. 正弦函数曲线段

z(t) = sin t, t ∈ [0, 2π]

是简单曲线.
z(0)

z(2π)
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z(1)

例. 正弦函数曲线段

z(t) = sin t, t ∈ [0, 2π]

是简单曲线.
z(0)

z(2π)
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例题: 连续曲线

例. 椭圆 |z −
√

5| + |z +
√

5| = 6 的参数方程:

z = 3 cos θ + 2i sin θ, θ ∈ [0, 2π].

例. 双纽线 |z2 − 1| = 1 是闭合曲线, 但不是闭路.
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邻域

为了引入极限的概念, 我们需要考虑点的邻域.

类比于高等数学中的邻域和去心邻
域, 我们在复变函数中, 称开圆盘

U(z0, δ) = {z : |z − z0| < δ}

为 z0 的一个 δ-邻域. 称去心开圆盘
◦
U(z0, δ) = {z : 0 < |z − z0| < δ}

为 z0 的一个去心 δ-邻域.

δ δ

z0 z0
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内部、外部、边界

设 G 是复平面的一个子集, z0 ∈ C.

它们的位置关系有三种可能:

(1) 若存在 z0 的一个邻域 U 完全包含在 G 中, 则称 z0 是 G 的一个内点.
(2) 若存在 z0 的一个邻域 U 完全不包含在 G 中, 则称 z0 是 G 的一个外点.
(3) 若 z0 既不是内点也不是外点, 则称 z0 是 G 的一个边界点.

内点都属于 G, 外点都不属于 G, 而边界点则都有可能. 这类比于区间的端点和区间的
关系.

z0
z0

z0
G
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开集和闭集、有界和无界

定义.

(1) 若 G 的所有点都是内点, 也就是说, G 的边界点都不属于它, 称 G 是一个开集.
(2) 若 G 的所有边界点都属于 G, 称 G 是一个闭集.

G 是一个闭集当且仅当它的补集是开集.

例如
|z − z0| < R, 1 < Re z < 3,

π

4
< arg z <

3π

4
都是开集. 直观上看: 开集往往由 >, < 的不等式给出, 闭集往往由 ⩾,⩽ 的不等式给出.
不过注意这并不是绝对的.

若 D 可以被包含在某个开圆盘 U(0, R) 中, 则称它是有界的. 否则称它是无界的.
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区域和闭区域

定义. 若开集 D 的任意两个点之间都可以用一条完全包含在 D 中的折线连接起来, 则
称 D 是一个区域.

也就是说, 区域是连通的开集.

观察右侧图案, 阴影部分 (不包含线条部分) 中任意
两点可用折线连接, 因此它是一个区域. 这些线条和点
构成了它的边界.
区域和它的边界一起构成了闭区域, 记作 D. 它是
一个闭集.

z1

z2

注意数学中边界的概念与日常所说的边界是两码事. 例如区域 |z| > 1 的边界是
|z| = 1, 其闭区域是 |z| ⩾ 1.
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常见区域

很多区域可以由复数的实部、虚部、模和辐角的不等式所确定.

下方区域对应的闭区域是
什么?

上半平面
Im z > 0

下半平面
Im z < 0

左半平面
Re z < 0

右半平面
Re z > 0

竖直带状区域
x1 < Re z < x2

水平带状区域
y1 < Im z < y2

角状区域
α1 < arg z < α2

圆环域
r < |z| < R
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闭路的内部和外部

闭路 C 把复平面划分成了两个区域, 一个有界一个无界.

分别称这两个区域是 C
的内部和外部. C 是它们的公共边界.

复变函数与积分变换 ▶第一章 复数与复变函数 ▶ 4 曲线和区域 ▶C 区域的特性
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单连通区域和多连通区域

在前面所说的几个常见区域的例子中, 我们在区域中画一条闭路.

除了圆环域之
外, 闭路的内部仍然包含在这个区域内.

定义. 若区域 D 中的任一闭路的内部都包含在 D 中, 则称 D 是单连通区域. 否则称之
为多连通区域.

单连通区域内的任一闭路可以 ‘‘连续地变形’’ 成一个点. 这也等价于: 设 ℓ0, ℓ1 是
从 A 到 B 的两条连续曲线, 则 ℓ0 可以连续地变形为 ℓ1 且保持端点不动.

复变函数与积分变换 ▶第一章 复数与复变函数 ▶ 4 曲线和区域 ▶C 区域的特性
⊞□□□□□□⊞□□□□⊞□□□ 63 / 93



单连通区域和多连通区域

在前面所说的几个常见区域的例子中, 我们在区域中画一条闭路. 除了圆环域之
外, 闭路的内部仍然包含在这个区域内.

定义. 若区域 D 中的任一闭路的内部都包含在 D 中, 则称 D 是单连通区域. 否则称之
为多连通区域.

单连通区域内的任一闭路可以 ‘‘连续地变形’’ 成一个点. 这也等价于: 设 ℓ0, ℓ1 是
从 A 到 B 的两条连续曲线, 则 ℓ0 可以连续地变形为 ℓ1 且保持端点不动.

复变函数与积分变换 ▶第一章 复数与复变函数 ▶ 4 曲线和区域 ▶C 区域的特性
⊞□□□□□□⊞□□□□⊞□□□ 63 / 93



单连通区域和多连通区域

在前面所说的几个常见区域的例子中, 我们在区域中画一条闭路. 除了圆环域之
外, 闭路的内部仍然包含在这个区域内.

定义. 若区域 D 中的任一闭路的内部都包含在 D 中, 则称 D 是单连通区域. 否则称之
为多连通区域.

单连通区域内的任一闭路可以 ‘‘连续地变形’’ 成一个点. 这也等价于: 设 ℓ0, ℓ1 是
从 A 到 B 的两条连续曲线, 则 ℓ0 可以连续地变形为 ℓ1 且保持端点不动.

复变函数与积分变换 ▶第一章 复数与复变函数 ▶ 4 曲线和区域 ▶C 区域的特性
⊞□□□□□□⊞□□□□⊞□□□ 63 / 93



单连通区域和多连通区域

在前面所说的几个常见区域的例子中, 我们在区域中画一条闭路. 除了圆环域之
外, 闭路的内部仍然包含在这个区域内.

定义. 若区域 D 中的任一闭路的内部都包含在 D 中, 则称 D 是单连通区域. 否则称之
为多连通区域.

单连通区域内的任一闭路可以 ‘‘连续地变形’’ 成一个点.

这也等价于: 设 ℓ0, ℓ1 是
从 A 到 B 的两条连续曲线, 则 ℓ0 可以连续地变形为 ℓ1 且保持端点不动.

复变函数与积分变换 ▶第一章 复数与复变函数 ▶ 4 曲线和区域 ▶C 区域的特性
⊞□□□□□□⊞□□□□⊞□□□ 63 / 93



单连通区域和多连通区域

在前面所说的几个常见区域的例子中, 我们在区域中画一条闭路. 除了圆环域之
外, 闭路的内部仍然包含在这个区域内.

定义. 若区域 D 中的任一闭路的内部都包含在 D 中, 则称 D 是单连通区域. 否则称之
为多连通区域.

单连通区域内的任一闭路可以 ‘‘连续地变形’’ 成一个点. 这也等价于: 设 ℓ0, ℓ1 是
从 A 到 B 的两条连续曲线, 则 ℓ0 可以连续地变形为 ℓ1 且保持端点不动.

复变函数与积分变换 ▶第一章 复数与复变函数 ▶ 4 曲线和区域 ▶C 区域的特性
⊞□□□□□□⊞□□□□⊞□□□ 63 / 93



典型例题: 区域的特性

例. Re(z2) < 1.

设 z = x + yi, 则 Re(z2) = x2 − y2 < 1. 这是
无界的单连通区域.

例. arg z ̸= π.

即角状区域 −π < arg z < π. 这是无界的单连
通区域.

复变函数与积分变换 ▶第一章 复数与复变函数 ▶ 4 曲线和区域 ▶C 区域的特性
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典型例题: 区域的特性

例.
∣∣∣1
z

∣∣∣ ⩽ 3.

即 |z| ⩾ 1
3

. 这是无界的多连通闭区域.

例. |z + 1| + |z − 1| < 4.

表示一个椭圆的内部. 这是有界的单
连通区域.

练习. |z + 1| + |z − 1| ⩾ 1 表示什么集合?

整个复平面.
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第五节 复变函数
复变函数的定义

复平面的变换



复变函数的定义

所谓的映射, 就是两个集合之间的一种对应 f : A → B, 使得对于每一个 a ∈ A, 有
一个唯一确定的 b = f(a) 与之对应.

(1) 当 A 和 B 都是实数集合的子集时, 它就是一个实变函数.
(2) 当 A 和 B 都是复数集合的子集时, 它就是一个复变函数.

例. f(z) = Re z, arg z, |z|, zn (n 为整数), z + 1
z2 + 1

都是复变函数.

定义. 称 A 为函数 f 的定义域,

称 {w = f(z) | z ∈ A} 为它的值域.

上述函数的定义域和值域分别是什么?

复变函数与积分变换 ▶第一章 复数与复变函数 ▶ 5 复变函数 ▶A 复变函数的定义
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多值复变函数

在复变函数理论中, 我们常常会遇到多值的复变函数, 也就是说一个 z ∈ A 可能有
多个 w 与之对应.

例如 Arg z, n
√

z 等.

为了方便研究, 我们常常需要对每一个 z, 选取固定的一个 f(z) 的值. 这样我们得
到了这个多值函数的一个单值分支.

例. arg z 是无穷多值函数 Arg z 的一个单值分支.

在考虑多值的情况下, 复变函数总有反函数. 若 f 和 f−1 都是单值的, 则称 f
是一一对应.

例. f(z) = zn 的反函数就是 f−1(w) = n
√

w.

当 n = ±1 时, f 是一一对应.

若无特别声明, 本课程中复变函数总是指单值的复变函数.

复变函数与积分变换 ▶第一章 复数与复变函数 ▶ 5 复变函数 ▶A 复变函数的定义
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例. arg z 是无穷多值函数 Arg z 的一个单值分支.

在考虑多值的情况下, 复变函数总有反函数. 若 f 和 f−1 都是单值的, 则称 f
是一一对应.

例. f(z) = zn 的反函数就是 f−1(w) = n
√

w.

当 n = ±1 时, f 是一一对应.

若无特别声明, 本课程中复变函数总是指单值的复变函数.
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变换

大部分复变函数的图像无法在三维空间中表示出来.

为了直观理解和研究, 我们用
两个复平面 (z 复平面和 w 复平面) 之间的变换 (也叫映射、映照) 来表示这种对应关
系. 注意到 w 的实部和虚部可以看作 z 的实部和虚部的函数, 即

w = u + iv = u(x, y) + iv(x, y)

的实部和虚部是两个二元实变函数.

x

y

z 复平面

u

v

w 复平面
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例题: 翻转变换

例. 函数 w = z.

若把 z 复平面和 w 复平面重叠放
置,则这个变换是关于 z 轴的翻转变换. 它把任一区
域映成和它全等的区域, 且 u = x, v = −y.

w
=

z x, u

y, v

z, w 平面重叠
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例题: 旋转和相似变换

例. 函数 w = az.

设 a = reiθ, 则这个变换是一个旋转变换 (逆时针旋转 θ) 和一个相似
变换 (放大为 r 倍) 的复合. 它把任一区域映成和它相似的区域.

w = azx

y

u

v
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例题: 平方变换

例. 函数 w = z2.

这个变换把 z 的辐角增大一倍, 因此它会把角形区域变换为角形区域,
并将夹角放大一倍.

x

y

u

v
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例题: 平方变换

由于 u = x2 − y2, v = 2xy.

因此它把 z 复平面上以直线 y = ±x 为渐近线的等轴双曲线
x2 − y2 = c1 变换为 w 复平面上的直线 u = c1, 把 z 复平面上以坐标轴为渐近线的等轴
双曲线 2xy = c2 变换为 w 复平面上的直线 v = c2.
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例题: 变换的像

例. 求线段 0 < |z| < 3, arg z = π

4
在变换 w = z2 下的像.

解答. 设 z = re
πi
4 , 则 w = z2 = r2e

πi
2 = ir2.

因此它的像是连接 0 和 9i 的线段:

0 < |w| < 9, arg w = π

2
.

例. 求双曲线 x2 − y2 = 2 在变换 w = z2 下的像.

解答. 由于
w = u + iv = z2 = (x2 − y2) + 2xyi.

因此 u = x2 −y2 = 2. 由于任意 2+iv 均存在平方根,因此所求的像就是直线 Re w = 2.

复变函数与积分变换 ▶第一章 复数与复变函数 ▶ 5 复变函数 ▶B 复平面的变换
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例题: 变换的像

例. 求扇形区域 0 < arg z <
π

3
, 0 < |z| < 2 在变换 w = z2 下的像.

解答. 设 z = reiθ, 则 w = r2e2iθ.

因此它的像是扇形区域

0 < arg w <
2π

3
, 0 < |w| < 4.
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例题: 变换的像

例. 求圆周 |z| = 2 在映射 w = z + 1
z − 1

下的像.

解答. 不难看出 z = w + 1
w − 1

.

由

∣∣∣∣w + 1
w − 1

∣∣∣∣ = 2 可知 |w + 1| = 2|w − 1|. 从而

ww + w + w + 1 = 4ww − 4w − 4w + 4.

ww − 5
3

w − 5
3

w + 1 = 0.

于是

∣∣∣∣w − 5
3

∣∣∣∣2 = 16
9

, 即
∣∣∣∣w − 5

3

∣∣∣∣ = 4
3

, 它是一个圆周.
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例题: 变换的像

形如
f(z) = az + b

cz + d

的映射叫作分式线性映射, 其中 ad ̸= bc.

它总把直线和圆映成直线或圆.

w = 1/z

练习. 直线在分式线性映射 w = az + b

cz + d
下的像一定经过复数

a

c

.
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第六节 极限和连续性
数列的极限

无穷远点和复球面

函数的极限

函数的连续性



数列的极限

类似于实数的情形, 我们可以定义复数列和复变函数的极限.

我们先来看数列极限的定义.

定义. 设 {zn}n⩾1 是一个复数列.

若存在复数 z 满足对任意 ε > 0, 存在 N 使得当
n ⩾ N 时, |zn − z| < ε, 则称 z 是数列 {zn} 的极限, 记作 lim

n→∞
zn = z.

此时称极限存在或数列收敛. 若不存在这样的 z, 则称极限不存在或数列发散.

可以看出, lim
n→∞

zn = z 等价于实极限 lim
n→∞

|zn − z| = 0.
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极限的四则运算

由于复数列极限的定义和实数列极限的定义在形式上完全相同,

因此类似地, 极限
的四则运算法则对于复数列也是成立的.

定理. 设 lim
n→∞

zn = z, lim
n→∞

wn = w, 则

(1) lim
n→∞

(zn ± wn) = z ± w;

(2) lim
n→∞

znwn = zw;

(3) 当 w ̸= 0 时, lim
n→∞

zn

wn
= z

w
.
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数列收敛的等价刻画

下述定理保证了我们可以使用实数列的敛散性判定方法来研究复数列的敛散性.

定理. 设 zn = xn + yni, z = x + yi, 则

lim
n→∞

zn = z ⇐⇒ lim
n→∞

xn = x 且 lim
n→∞

yn = y.

证明. 我们只需证明

lim
n→∞

|zn − z| = 0 ⇐⇒ lim
n→∞

|xn − x| = lim
n→∞

|yn − y| = 0.

“⇒”: 由三角不等式 0 ⩽ |xn − x|, |yn − y| ⩽ |zn − z| 和夹逼准则可得知.
“⇐”: 由极限的四则运算法则可知 lim

n→∞

(
|xn − x| + |yn − y|

)
= 0. 再由三角不等式

0 ⩽ |zn − z| ⩽ |xn − x| + |yn − y| 和夹逼准则可得.
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yn = y.

证明. 我们只需证明

lim
n→∞

|zn − z| = 0 ⇐⇒ lim
n→∞

|xn − x| = lim
n→∞

|yn − y| = 0.

“⇒”: 由三角不等式 0 ⩽ |xn − x|, |yn − y| ⩽ |zn − z| 和夹逼准则可得知.
“⇐”: 由极限的四则运算法则可知 lim

n→∞

(
|xn − x| + |yn − y|

)
= 0. 再由三角不等式

0 ⩽ |zn − z| ⩽ |xn − x| + |yn − y| 和夹逼准则可得.
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例题: 数列的敛散性

例. 设 zn =
(
1 − 1

n

)
e

πi
n . 数列 {zn} 是否收敛?

解答. 由于
xn =

(
1 − 1

n

)
cos π

n
→ 1, yn =

(
1 − 1

n

)
sin π

n
→ 0.

因此 {zn} 收敛且 lim
n→∞

zn = 1.
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数列极限的等价定义 非考试内容

数列极限的定义可以用邻域的语言重新表述为:

定义. lim
n→∞

zn = z 是指: 对 z 的任意 δ 邻域 U , 存在 N 使得当 n ⩾ N 时, zn ∈ U .

若 lim
n→∞

|zn| = +∞, 我们将其记为 lim
n→∞

zn = ∞. 这也等价于: 对任意 X > 0, 存在
N 使得当 n ⩾ N 时, |zn| > X.

我们能不能也用邻域的语言来描述 lim
n→∞

zn = ∞ 呢? 我们将介绍复球面的概念,
它是复数的一种几何表示方式且自然地包含无穷远点 ∞. 这种思想是在黎曼研究多值
复变函数时引入的.

复变函数与积分变换 ▶第一章 复数与复变函数 ▶ 6 极限和连续性 ▶B 无穷远点和复球面
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复球面

取一个球心在 z = 0 的单位球面.

过 O 做垂直于复平面的直线, 并与球面相交于
其中一点 N , 称之为北极.

• 对于平面上的任意一点 z, 连接北极 N 和 z 的直线一定与球面相交于除 N 以外
的唯一一个点 Z.

• 反之, 球面上除了北极外的任意一点 Z, 直线 NZ 一定与复平面相交于唯一一点.

这样, 球面上除北极外的所有点和全体复数建立了一一对应.

N

z1

Z1

z2

Z2
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复球面: 无穷远点

当 |z| 越来越大时, 其对应球面上点也越来越接近 N .

若我们在复平面上添加一个额外的" 点"——无穷远点, 记作 ∞. 那么扩充复数集合
C∗ = C ∪ {∞} 就正好和球面上的点一一对应. 称这样的球面为复球面, 称包含无穷远
点的复平面为扩充复平面或闭复平面.

N

z1

Z1

z2

Z2

复变函数与积分变换 ▶第一章 复数与复变函数 ▶ 6 极限和连续性 ▶B 无穷远点和复球面
⊞□□□⊞□□□□⊞□□□⊞□□□ 83 / 93



复球面: 无穷远点

当 |z| 越来越大时, 其对应球面上点也越来越接近 N .

若我们在复平面上添加一个额外的" 点"——无穷远点, 记作 ∞.

那么扩充复数集合
C∗ = C ∪ {∞} 就正好和球面上的点一一对应. 称这样的球面为复球面, 称包含无穷远
点的复平面为扩充复平面或闭复平面.

N

z1

Z1

z2

Z2

复变函数与积分变换 ▶第一章 复数与复变函数 ▶ 6 极限和连续性 ▶B 无穷远点和复球面
⊞□□□⊞□□□□⊞□□□⊞□□□ 83 / 93



复球面: 无穷远点

当 |z| 越来越大时, 其对应球面上点也越来越接近 N .

若我们在复平面上添加一个额外的" 点"——无穷远点, 记作 ∞. 那么扩充复数集合
C∗ = C ∪ {∞} 就正好和球面上的点一一对应.

称这样的球面为复球面, 称包含无穷远
点的复平面为扩充复平面或闭复平面.

N

z1

Z1

z2

Z2

复变函数与积分变换 ▶第一章 复数与复变函数 ▶ 6 极限和连续性 ▶B 无穷远点和复球面
⊞□□□⊞□□□□⊞□□□⊞□□□ 83 / 93



复球面: 无穷远点

当 |z| 越来越大时, 其对应球面上点也越来越接近 N .

若我们在复平面上添加一个额外的" 点"——无穷远点, 记作 ∞. 那么扩充复数集合
C∗ = C ∪ {∞} 就正好和球面上的点一一对应. 称这样的球面为复球面, 称包含无穷远
点的复平面为扩充复平面或闭复平面.

N

z1

Z1

z2

Z2

复变函数与积分变换 ▶第一章 复数与复变函数 ▶ 6 极限和连续性 ▶B 无穷远点和复球面
⊞□□□⊞□□□□⊞□□□⊞□□□ 83 / 93



复球面: 无穷远点的邻域 非考试内容

若约定 |∞| = +∞, 则分别称

U(∞, X) = {z ∈ C∗ : |z| > X},
◦
U(∞, X) = {z ∈ C : |z| > X}

为 ∞ 的 X 邻域和去心 X 邻域.

这样, 前述极限可统一表述为: 若对 z ∈ C∗ 的任意 δ
邻域 U , 存在 N 使得当 n ⩾ N 时, zn ∈ U , 则记 lim

n→∞
zn = z.

朴素地看, 复球面上任意一点可以定义 δ 邻域为与其距离小于 δ 的所有点. 特别
地, ∞ 的邻域通过前面所说的对应关系, 可以对应到扩充复平面上 ∞ 的一个邻域. 所
以在复球面上, 普通复数和 ∞ 的邻域具有同等地位.
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复球面: 与实数无穷的联系 非考试内容

它和实数列极限符号中的 ∞ 有什么联系呢?

选取上述图形的一个截面来看, 实轴
可以和圆周去掉一点建立一一对应. 于是实数列极限符号中的 ∞ 在复球面上就是 ∞.

N
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X1

x2

X2
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函数的极限

定义. 设函数 f(z) 在点 z0 的某个去心邻域内有定义.

若存在复数 A, 使得对 A 的任意
邻域 U(A, ε), ∃δ > 0 使得

z ∈
◦
U(z0, δ) =⇒ f(z) ∈ U(A, ε),

则称 A 为 f(z) 当 z → z0 时的极限, 记为 lim
z→z0

f(z) = A 或 f(z) → A(z → z0).

在此表述下, 将上述定义中的 z0 或 A 换成 ∞, 即可得到 z → ∞ 时的极限定义,
以及 lim f(z) = ∞ 的含义.

复变函数与积分变换 ▶第一章 复数与复变函数 ▶ 6 极限和连续性 ▶C 函数的极限
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极限的四则运算

类似于复数列情形, 极限的四则运算法则对于复变函数也是成立的.

定理. 设 lim
z→z0

f(z) = A, lim
z→z0

g(z) = B, 则

(1) lim
z→z0

(f ± g)(z) = A ± B;

(2) lim
z→z0

(fg)(z) = AB;

(3) 当 B ̸= 0 时, lim
z→z0

(f

g

)
(z) = A

B
.
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与实函数极限之联系

和数列极限类似, 我们有下述定理:

定理. 设 f(z) = u(x, y) + iv(x, y), z0 = x0 + y0i, A = u0 + v0i, 则

lim
z→z0

f(z) = A ⇐⇒ lim
x→x0
y→y0

u(x, y) = u0, lim
x→x0
y→y0

v(x, y) = v0.

该定理表明: 研究复变函数极限, 只需研究其实部、虚部两个二元实函数的极限.

在学习了复变函数的导数后, 我们也可以使用等价无穷小替换、洛必达法则等工具
来计算极限.
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例题: 判断函数极限是否存在

例. 证明: 当 z → 0 时, 函数 f(z) = Re z

|z|
的极限不存在.

证明. 令 z = x + yi, 则 f(z) = x√
x2 + y2 .

因此

u(x, y) = x√
x2 + y2 , v(x, y) = 0.

当 z 在实轴原点两侧分别趋向于 0 时, u(x, y) → ±1. 因此 lim
x→0
y→0

u(x, y) 不存在, 从而

lim
z→z0

f(z) 不存在.
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函数的连续性

定义.

(1) 若 lim
z→z0

f(z) = f(z0), 则称 f(z) 在 z0 处连续.

(2) 若 f(z) 在区域 D 内处处连续, 则称 f(z) 在 D 内连续.

根据前面的极限判定定理可知:

定理.

(1) 函数 f(z) = u(x, y) + iv(x, y) 在 z0 = x0 + iy0 处连续当且仅当 u(x, y) 和 v(x, y)
在 (x0, y0) 处连续.

(2) 在 z0 处连续的两个函数 f(z), g(z) 之和、差、积、商 (g(z0) ̸= 0) 在 z0 处仍然连
续.

(3) 若函数 g(z) 在 z0 处连续, 函数 f(w) 在 g(z0) 处连续, 则 f(g(z)) 在 z0 处连续.
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例题: 连续函数的性质

例.

(1) 设
f(z) = ln(x2 + y2) + i(x2 − y2).

u(x, y) = ln(x2 + y2) 除原点外处处连续, v(x, y) = x2 − y2 处处连续. 因此 f(z)
在 z ̸= 0 处连续.

(2) 显然 f(z) = z 是处处连续的,

故多项式函数

P (z) = a0 + a1z + a2z2 + · · · + anzn

也处处连续, 有理函数 P (z)
Q(z)

在 Q(z) 的零点以外处处连续.
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例题: 函数连续性的判定

例. 证明: 若 f(z) 在 z0 连续, 则 f(z) 在 z0 也连续.

证明. 设
f(z) = u(x, y) + iv(x, y), z0 = x0 + iy0.

那么 u(x, y), v(x, y) 在 (x0, y0) 连续. 从而 −v(x, y) 也在 (x0, y0) 连续. 所以

f(z) = u(x, y) − iv(x, y)

在 (x0, y0) 连续.

另证. 函数 g(z) = z = x − iy 处处连续,

从而 g(f(z)) = f(z) 在 z0 处连续.
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那么 u(x, y), v(x, y) 在 (x0, y0) 连续. 从而 −v(x, y) 也在 (x0, y0) 连续. 所以

f(z) = u(x, y) − iv(x, y)

在 (x0, y0) 连续.

另证. 函数 g(z) = z = x − iy 处处连续,

从而 g(f(z)) = f(z) 在 z0 处连续.

复变函数与积分变换 ▶第一章 复数与复变函数 ▶ 6 极限和连续性 ▶D 函数的连续性
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注记

可以看出, 在极限和连续性上, 复变函数和两个二元实函数没有什么差别.

那么复
变函数和多变量微积分的差异究竟是什么导致的呢?

归根到底就在于 C 是一个域, 上面可以做除法. 这就导致了复变函数有导数, 而不
是像多变量实函数只有偏导数. 这种特性使得可导的复变函数具有整洁优美的性质, 我
们将在下一章来逐步揭开它的神秘面纱.
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