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第三章 复变函数的积分
1 复变函数积分的概念

2 柯西-古萨定理和复合闭路定理

3 柯西积分公式

4 解析函数与调和函数的关系

5 解析函数与调和函数的关系



第一节 复变函数积分的概念
复变函数积分的定义

参变量法计算复变函数积分

长大不等式和大小圆弧引理



有向曲线

设 C 是平面上一条光滑或逐段光滑的连续曲线,

也就是说它的参数方程
z = z(t), a ⩽ t ⩽ b 除去有限个点之外都有非零导数. 这里 z′(t) = x′(t) + iy′(t).

固定它的一个方向, 称为正方向, 则我们得到一条有向曲线. 和这条曲线方向相反
的记作 C−, 它的方向被称为该曲线负方向.

对于闭路, 它的正方向总是指逆时针方向, 负方向总是指顺时针方向. 以后我们不
加说明的话默认是正方向.

A = z(a)

B = z(b)

复变函数与积分变换 ▶第三章 复变函数的积分 ▶ 1 复变函数积分的概念 ▶A 复变函数积分的定义
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复变函数积分: 线积分定义

所谓的复变函数积分, 本质上仍然是第二类曲线积分.

设复变函数

w = f(z) = u(x, y) + iv(x, y)

定义在区域 D 内, 有向曲线 C 包含在 D 中. 形式地展开

f(z) dz = (u+ iv)(dx+ i dy) = (udx− v dy) + i(udy + v dx).

定义. 若下述右侧两个线积分均存在, 则定义
∫

C
f(z) dz =

∫
C

(udx− v dy) + i
∫

C
(v dx+ udy)

为 f(z) 沿曲线 C 的积分.

复变函数与积分变换 ▶第三章 复变函数的积分 ▶ 1 复变函数积分的概念 ▶A 复变函数积分的定义
⊞□□□⊞□□□□□□□⊞□□□ 2 / 78



复变函数积分: 线积分定义

所谓的复变函数积分, 本质上仍然是第二类曲线积分. 设复变函数

w = f(z) = u(x, y) + iv(x, y)

定义在区域 D 内, 有向曲线 C 包含在 D 中.

形式地展开

f(z) dz = (u+ iv)(dx+ i dy) = (udx− v dy) + i(udy + v dx).

定义. 若下述右侧两个线积分均存在, 则定义
∫

C
f(z) dz =

∫
C

(udx− v dy) + i
∫

C
(v dx+ udy)

为 f(z) 沿曲线 C 的积分.

复变函数与积分变换 ▶第三章 复变函数的积分 ▶ 1 复变函数积分的概念 ▶A 复变函数积分的定义
⊞□□□⊞□□□□□□□⊞□□□ 2 / 78



复变函数积分: 线积分定义

所谓的复变函数积分, 本质上仍然是第二类曲线积分. 设复变函数

w = f(z) = u(x, y) + iv(x, y)

定义在区域 D 内, 有向曲线 C 包含在 D 中. 形式地展开

f(z) dz = (u+ iv)(dx+ i dy) = (udx− v dy) + i(udy + v dx).

定义. 若下述右侧两个线积分均存在, 则定义
∫

C
f(z) dz =

∫
C

(udx− v dy) + i
∫

C
(v dx+ udy)

为 f(z) 沿曲线 C 的积分.

复变函数与积分变换 ▶第三章 复变函数的积分 ▶ 1 复变函数积分的概念 ▶A 复变函数积分的定义
⊞□□□⊞□□□□□□□⊞□□□ 2 / 78



复变函数积分: 线积分定义

所谓的复变函数积分, 本质上仍然是第二类曲线积分. 设复变函数

w = f(z) = u(x, y) + iv(x, y)

定义在区域 D 内, 有向曲线 C 包含在 D 中. 形式地展开

f(z) dz = (u+ iv)(dx+ i dy) = (udx− v dy) + i(udy + v dx).

定义. 若下述右侧两个线积分均存在, 则定义
∫

C
f(z) dz =

∫
C

(udx− v dy) + i
∫

C
(v dx+ udy)

为 f(z) 沿曲线 C 的积分.

复变函数与积分变换 ▶第三章 复变函数的积分 ▶ 1 复变函数积分的概念 ▶A 复变函数积分的定义
⊞□□□⊞□□□□□□□⊞□□□ 2 / 78



复变函数积分: 黎曼积分定义

当然, 我们也可以像线积分那样通过分割来定义.

在曲线 C 上依次选择分点
z0 = A, z1, . . . , zn−1, zn = B. 然后在每一段弧上任取 ζk ∈



zk−1zk 并作和式

Sn =
n∑

k=1
f(ζk) ∆zk, ∆zk = zk − zk−1.

然后称 n → ∞, 分割的最大弧长 → 0 时 Sn 的极限为复变函数积分. 这二者是等价的.

A B

z1 z2

zn−2 zn−1

. . .
ζ1

ζ2
ζ3

ζn−1
ζn
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复变函数积分的存在性

若 C 是闭路, 则该积分记为
∮

C
f(z) dz.

此时该积分不依赖端点的选取.

若 C 是实轴上的区间 [a, b] 且 f(z) = u(x), 则
∫

C
f(z) dz =

∫ b

a
f(z) dz =

∫ b

a
u(x) dx

就是黎曼积分.

根据线积分的存在性条件可知:

定理. 若 f(z) 在 D 内连续, C 是光滑曲线, 则
∫

C
f(z) dz 总存在.
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f(z) dz =

∫ b

a
f(z) dz =

∫ b

a
u(x) dx

就是黎曼积分.

根据线积分的存在性条件可知:

定理. 若 f(z) 在 D 内连续, C 是光滑曲线, 则
∫

C
f(z) dz 总存在.
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复变函数积分的计算法

线积分中诸如变量替换等技巧可以照搬过来使用.

设

C : z(t) = x(t) + iy(t), a ⩽ t ⩽ b

是一条光滑有向曲线, 且正方向为 t 增加的方向, 则 dz = z′(t) dt =
(
x′(t) + iy′(t)

)
dt.

积分计算方法 I: 参变量法.
∫

C
f(z) dz =

∫ b

a
f
(
z(t)

)
z′(t) dt.

若 C 的正方向是从 z(b) 到 z(a), 则需要交换右侧积分的上下限.

若 C 是逐段光滑的, 则相应的积分就是各段的积分之和. 以后我们只考虑逐段光
滑曲线上的连续函数的积分.

复变函数与积分变换 ▶第三章 复变函数的积分 ▶ 1 复变函数积分的概念 ▶B 参变量法计算复变函数积分
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典型例题: 计算复变函数沿曲线的积分

例. 求
∫

C
z dz, 其中 C 是从原点到点 3 + 4i 的直线段.

解答. 由于 z = (3 + 4i)t, 0 ⩽ t ⩽ 1,

因此

∫
C
z dz =

∫1

0
(3 + 4i)t · (3 + 4i) dt

= (3 + 4i)2
∫1

0
tdt

= 1
2

(3 + 4i)2 = −7
2

+ 12i.

z = (3 + 4i)t
0 ⩽ t ⩽ 1

复变函数与积分变换 ▶第三章 复变函数的积分 ▶ 1 复变函数积分的概念 ▶B 参变量法计算复变函数积分
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典型例题: 计算复变函数沿曲线的积分

例. 求
∫

C
z dz, 其中 C 是抛物线 y = 4

9
x2 上从原点到点 3 + 4i 的曲线段.

解答. 由于 z = t+ 4
9

it2, 0 ⩽ t ⩽ 3,

因此

∫
C
z dz =

∫3

0

(
t+ 4

9
it2
)

·
(

1 + 8
9

it
)

dt

=
∫3

0

(
t+ 4

3
it2 − 32

81
t3
)

dt

=
(1

2
t2 + 4

9
it3 − 8

81
t4
)∣∣∣3

0
= −7

2
+ 12i.

z = t+ 4
9

it2

0 ⩽ t ⩽ 3
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典型例题: 计算复变函数沿曲线的积分

例. 求
∫

C
Re z dz, 其中 C 是从原点到点 1 + i 的直线段.

解答. 由于 z = (1 + i)t, 0 ⩽ t ⩽ 1,

因此 Re z = t,
∫

C
Re z dz =

∫1

0
t · (1 + i) dt

= (1 + i)
∫1

0
t dt = 1 + i

2
.

z = (1 + i)t
0 ⩽ t ⩽ 1
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典型例题: 计算复变函数沿曲线的积分

可以看出, 即便起点和终点相同, 沿不同路径 f(z) = Re z 的积分也可能不同.

而
f(z) = z 的积分则只和起点和终点位置有关, 与路径无关. 原因在于 f(z) = z 是处处
解析的, 我们会在下一节解释为何如此.

练习. 求
∫

C
Im z dz =

−1
2

+ i
2

, 其中 C 是从原点沿

y = x 到点 1 + i 再到 i 的折线段.
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例题: 计算复变函数沿圆周的积分

例. 求
∮

|z−z0|=r

dz
(z − z0)n+1 , 其中 n 为整数.

解答. C : |z − z0| = r 的参数方程为 z = z0 + reiθ, 0 ⩽ θ ⩽ 2π.

于是 dz = ireiθ dθ.
∮

C

dz
(z − z0)n+1 =

∫2π

0
i(reiθ)−n dθ

= ir−n

∫2π

0
e−inθ dθ

= ir−n

∫2π

0

(
cos(nθ) + i sin(nθ)

)
dθ =

{
2πi, 若 n = 0;
0, 若 n ̸= 0.

这个积分以后经常用到, 它的特点是积分值与圆周的圆心和半径都无关.

复变函数与积分变换 ▶第三章 复变函数的积分 ▶ 1 复变函数积分的概念 ▶B 参变量法计算复变函数积分
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积分的性质

定理 (线性性质).

(1)
∫

C
f(z) dz = −

∫
C−

f(z) dz.

(2)
∫

C
kf(z) dz = k

∫
C
f(z) dz.

(3)
∫

C
[f(z) ± g(z)] dz =

∫
C
f(z) dz ±

∫
C
g(z) dz.
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[f(z) ± g(z)] dz =

∫
C
f(z) dz ±

∫
C
g(z) dz.

复变函数与积分变换 ▶第三章 复变函数的积分 ▶ 1 复变函数积分的概念 ▶B 参变量法计算复变函数积分
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长大不等式 非考试内容

长大不等式. 设有向曲线 C 的长度为 L, f(z) 在 C 上满足 |f(z)| ⩽M , 则∣∣∣∣∫
C
f(z) dz

∣∣∣∣ ⩽ ∫
C

|f(z)| ds ⩽ML.

证明. 对

∣∣∣∣ n∑
k=1

f(ζk) ∆zk

∣∣∣∣ ⩽ n∑
k=1

|f(ζk) ∆zk| ⩽
n∑

k=1
|f(ζk)| ∆sk ⩽ M

n∑
k=1

∆sk

取极限即

可.

长大不等式常常用于证明等式: 估算一个积分和一个具体的数值之差不超过任意
给定的 ε, 从而得到二者相等.

注意到: 若被积函数 f(z) 在 C 上的点都连续, 那么 |f(z)| 是 C 的参变量
t ∈ [a, b] 的连续函数, 从而有界, 即存在 M 使得 |f(z)| ⩽M, ∀z ∈ C.

复变函数与积分变换 ▶第三章 复变函数的积分 ▶ 1 复变函数积分的概念 ▶C 长大不等式和大小圆弧引理
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小圆弧引理 非考试内容

小圆弧引理. 设函数 f(z) 满足 lim
z→a

(z − a)f(z) = k. 那么对于闭路

Cr : z = a+ reiθ, θ1 ⩽ θ ⩽ θ2,

有

lim
r→0

∫
Cr

f(z) dz = ik(θ2 − θ1).

复变函数与积分变换 ▶第三章 复变函数的积分 ▶ 1 复变函数积分的概念 ▶C 长大不等式和大小圆弧引理
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小圆弧引理的证明 非考试内容

证明. 和前面的例题类似,
∫

Cr

1
z − a

dz =
∫ θ2

θ1

1
reiθ · ireiθ dθ = i(θ2 − θ1).

对任意 ε > 0, 存在 δ > 0 使得当 |z − a| < δ 时,
∣∣(z − a)f(z) − k

∣∣ ⩽ ε. 当 0 < r < δ 时,∣∣∣∣∫
Cr

f(z) dz − ik(θ2 − θ1)
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
Cr

(
f(z) − k

z − a

)
dz
∣∣∣∣

=
∣∣∣∣∫

Cr

(z − a)f(z) − k

z − a
dz
∣∣∣∣ ⩽ ε

r
· 2πr = 2πε.

于是命题得证.

复变函数与积分变换 ▶第三章 复变函数的积分 ▶ 1 复变函数积分的概念 ▶C 长大不等式和大小圆弧引理
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大圆弧引理 非考试内容

特别地, 若 Cr : |z − a| = r, 则上述极限为 2kπi.

类似地, 若 lim
z→∞

zf(z) = k, 则有大圆弧引理.

大圆弧引理. 设函数 f(z) 满足 lim
z→∞

zf(z) = k. 那么对于闭路

CR : z = Reiθ, θ1 ⩽ θ ⩽ θ2,

有

lim
R→+∞

∫
CR

f(z) dz = ik(θ2 − θ1).

上述结论中实际上只需要 f(z) 在 θ1 ⩽ Arg z ⩽ θ2 范围内的极限满足相应条件即
可. 此外, 实际应用中遇到的常常是 k = 0 的情形.

复变函数与积分变换 ▶第三章 复变函数的积分 ▶ 1 复变函数积分的概念 ▶C 长大不等式和大小圆弧引理
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第二节 柯西-古萨定理和复合闭路定理
柯西-古萨定理

复合闭路定理和连续变形定理

原函数和不定积分



积分路径无关与闭路积分

观察下方的两条曲线 C1, C2.

设 C = C−
1 + C2. 可以看出

∫
C1

f(z) dz =
∫

C2

f(z) dz ⇐⇒
∮

C
f(z) dz =

∫
C2

f(z) dz −
∫

C1

f(z) dz = 0.

所以 f(z) 的积分只与起点终点有关 ⇐⇒ f(z) 绕任意闭路的积分为零.

这里, 若闭合曲线 C 不是闭路 (有自相交的点), 也可以拆分为一些闭路的并.

z0

z

C1

C2

复变函数与积分变换 ▶第三章 复变函数的积分 ▶ 2 柯西-古萨定理和复合闭路定理 ▶A 柯西-古萨定理
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积分路径无关的函数特点

上一节中我们计算了 f(z) = z,Re z, 1
z − z0

的积分.

其中

• f(z) = z 处处解析, 积分只与起点终点有关 (闭路积分为零);

• f(z) = 1
z − z0

有奇点 z0, 沿绕 z0 闭路的积分非零;

• f(z) = Re z 处处不解析, 积分与路径有关 (闭路积分可能非零).

由此可见函数沿闭路积分为零, 与函数在闭路内部是否解析有关.
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柯西-古萨定理: 推导

设 C 是一条闭路, D 是其内部区域.

设 f(z) 在闭区域 D = D ∪ C 上解析, 即存
在区域 B ⊇ D 使得 f(z) 在 B 上解析.

为了简便假设 f ′(z) 连续, 则
∮

C
f(z) dz =

∮
C

(udx− v dy) + i
∮

C
(v dx+ udy)

格林公式======= −
∬

D
(vx + uy) dxdy + i

∬
D

(ux − vy) dxdy

C-R 方程======= 0.

也可以从 ∮
C
f(z) dz = −

∬
D

∂f

∂z
dz dz = 0

看出.
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柯西-古萨定理

柯西-古萨定理. 设 f(z) 在闭路 C 上连续, C 内部解析, 则
∮

C
f(z) dz = 0.

推论. 设 f(z) 在单连通区域 D 内解析, C 是 D 内一条闭合曲线, 则
∮

C
f(z) dz = 0.

这里的闭合曲线可以不是闭路.
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例题: 柯西-古萨定理计算积分

例. 求
∮

|z|=1

1
2z − 3

dz.

解答. 由于 1
2z − 3

在 |z| ⩽ 1 上解析,

因此由柯西-古萨定理
∮

|z|=1

1
2z − 3

dz = 0.

练习.

(1)
∮

|z−2|=1

1
z2 + z

dz =

0

.

(2)
∮

|z|=2

sin z
|z|

dz =

0

.
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|z|=1

1
2z − 3

dz = 0.

练习.

(1)
∮

|z−2|=1

1
z2 + z

dz =

0

.

(2)
∮

|z|=2

sin z
|z|

dz =

0

.
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例题: 柯西-古萨定理计算积分

例. 求
∮

C

1
z(z2 + 1)

dz, 其中 C : |z − i| = 1
2

.

解答. 注意到
1

z(z2 + 1)
= 1
z

− 1
2

( 1
z + i

+ 1
z − i

)
.

由于
1
z
,

1
z + i

在 |z − i| ⩽ 1
2
上解析, 因此由柯西-古萨定理
∮

C

1
z

dz =
∮

C

1
z + i

dz = 0,

∮
C

1
z(z2 + 1)

dz = −1
2

∮
C

1
z − i

dz = −πi.
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多连通区域边界与复合闭路

设 C0, C1, . . . , Cn 是 n+ 1 条闭路, C1, . . . , Cn 每一条都包含在其它闭路的外部,
而且它们都包含在 C0 的内部.

这样它们围成了一个多连通区域 D, 它的边界称为一
个复合闭路

C = C0 + C−
1 + · · · + C−

n .

沿着 C 前进的点, D 总在它的左侧, 所以这就是它的正方向.

C0
C

−

1 C

−

2
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复合闭路定理

复合闭路定理. 设 f(z) 在复合闭路 C = C0 +C−
1 + · · · +C−

n 及其所围成的多连通区域
内解析, 则 ∮

C0

f(z) dz =
∮

C1

f(z) dz + · · · +
∮

Cn

f(z) dz.

事实上, 复合闭路定理和柯西-古萨定理可以看成一个定理的两种情形: 设 C 是一
个闭路或复合闭路, 若 f(z) 在 C 及其围成的区域 (单连通或多连通) 内解析, 则∮

C
f(z) dz = 0.
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连续变形定理

在实际应用中, 若被积函数 f(z) 在 (复合) 闭路 C 的内部有有限多个奇点
z1, . . . , zk.

那么我们可以在 C 内部 (围成的区域) 构造闭路 C1, . . . , Ck, 使得每个 Cj

内部只包含一个奇点 zj . 这样, 内部含多个奇点的情形就可以化成内部只含一个奇点的
情形. 最后将这些闭路上的积分相加即可.

z1 z2 z3

C
C1 C2 C3
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连续变形定理

此外, 从复合闭路定理还可以看出, 在计算积分
∮

C
f(z) dz 时, C 的具体形状无关

紧要, 只要其内部奇点不变, C 可以任意变形.

因为我们总可以选择一个包含这些奇点
的闭路 C ′, 使得 C ′ 包含在 C 及其变形后的闭路内部. 这样它们的积分自然都和 C ′ 上
的积分相同. 这里即使 C 是复合闭路也是可以自由变形的.

C1
C2

C ′
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复合闭路定理

证明. 以曲线 γ1, γ2, . . . , γn+1 把 C0, C1, . . . , Cn 连接起来, 则它们把区域 D 分成了两
个单连通区域 D1, D2.

对 D1 和 D2 的边界应用柯西-古萨定理并相加, 则 γi 对应的部
分正好相互抵消, 因此

∮
C0

f(z) dz −
∮

C1

f(z) dz − · · · −
∮

Cn

f(z) dz = 0.

于是定理得证.

C0
C−

1 C−
2

γ1 γ2 γ3
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例题: 复合闭路定理的应用

例. 证明对于任意闭路 C,
∮

C
(z − a)n dz = 0, n ̸= −1 为整数.

证明.

(1) 若 a 不在 C 的内部, 则 (z − a)n 在 C 及其内部解析.

由柯西-古萨定理,
∮

C
(z − a)n dz = 0.

(2) 若 a 在 C 的内部, 则在 C 的内部取一个以 a 为圆心的圆周 C1.

由复合闭路定理以
及上一节的结论 ∮

C
(z − a)n dz =

∮
C1

(z − a)n dz = 0.

复变函数与积分变换 ▶第三章 复变函数的积分 ▶ 2 柯西-古萨定理和复合闭路定理 ▶B 复合闭路定理和连续变形定理
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例题: 复合闭路定理的应用

同理, 由复合闭路定理和上一节的结论可知当 a 在 C 的内部且 n = −1 时积分为
2πi.

定理. 当 a 在 C 的内部时,
∮

C

dz
(z − a)n+1 =

{
2πi, n = 0;
0, n ̸= 0.
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例题: 复合闭路定理的应用

例. 求
∮

Γ

2z − 1
z2 − z

dz, 其中 Γ 是由 2 ± i,−2 ± i 形成

的矩形闭路.

C1 C2

Γ

解答. 函数 2z − 1
z2 − z

在 Γ 内有两个奇点 z = 0, 1.

设 C1, C2 如图所示, 由复合闭路定理
∮

Γ

2z − 1
z2 − z

dz =
∮

C1

2z − 1
z2 − z

dz +
∮

C2

2z − 1
z2 − z

dz

=
∮

C1

1
z

dz +
∮

C1

1
z − 1

dz +
∮

C2

1
z

dz +
∮

C2

1
z − 1

dz

= 2πi + 0 + 0 + 2πi = 4πi.
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例题: 复合闭路定理的应用

例. 求
∮

Γ

ez

z
dz, 其中 Γ = C1 + C−

2 , C1 : |z| = 2, C2 : |z| = 1.
C1

C−
2

解答. 函数 ez

z
在 C1, C2 围城的圆环域内解析.

由复合闭路定理可知

∮
Γ

ez

z
dz = 0.
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例题: 有理函数绕闭路积分 非考试内容

例. 设 f(z) = p(z)
q(z)

是一个有理函数, 其中 p, q 的次数分别是 m,n. 证明: 若 f(z) 的所

有奇点都在闭路 C 的内部, 则
∮

C
f(z) dz =

{
0, 若 n−m ⩾ 2,
2πia/b, 若 n−m = 1,

其中 a, b 分别是 p(z), q(z) 的最高次项系数.
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例题: 有理函数绕闭路积分 非考试内容

证明. 设 CR : |z| = R.

注意到

lim
z→∞

zf(z) =
{

0, 若 n−m ⩾ 2,
a/b, 若 n−m = 1,

于是由大圆弧引理可知

lim
R→+∞

∮
CR

f(z) dz =
{

0, 若 n−m ⩾ 2,
2πia/b, 若 n−m = 1.

由连续变形定理可知, 当 R 充分大使得 f(z) 的所有奇点都在 CR 的内部时,∮
C
f(z) dz =

∮
CR

f(z) dz

恒成立, 由此命题得证.
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例题: 有理函数绕闭路积分

注意闭路 C 内部必须包含 f(z) 的所有奇点上述结论方可成立.

若 m ⩾ n, 则我们
可将 f(z) 写成一个多项式和上述形式有理函数之和.

练习.
∮

|z|=2

z2

(2z + 1)(z2 + 1)
dz =

πi

.

复变函数与积分变换 ▶第三章 复变函数的积分 ▶ 2 柯西-古萨定理和复合闭路定理 ▶B 复合闭路定理和连续变形定理
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牛顿-莱布尼兹公式

设有向曲线 C : z = z(t), a ⩽ t ⩽ b 起于 z1 = z(a) 终于 z2 = z(b).

若存在 C 上的
解析函数 F (z) 使得 F ′(z) = f(z), 则

∫
C
f(z) dz =

∫ b

a
f
(
z(t)

)
z′(t) dt

= F
(
z(t)

)∣∣∣b
a

= F (z2) − F (z1).

这就是牛顿-莱布尼兹公式. 我们把 F (z) 称为 f(z) 的一个原函数. 特别地, 若 C 是闭
路, 则

∮
C
f(z) dz = 0.

复变函数与积分变换 ▶第三章 复变函数的积分 ▶ 2 柯西-古萨定理和复合闭路定理 ▶C 原函数和不定积分
⊞□□□□□⊞□□□□□□□□□□□⊞□□□□□□□□□□□ 35 / 78
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牛顿-莱布尼兹公式的应用

例如对于整数 n ̸= 0, 当 a 在闭路 C 的内部时,

f(z) = 1
(z − a)n+1

在 C 上有原函数 F (z) = − 1
n(z − a)n

.

从而
∮

C
f(z) dz = 0. 于是我们再次证明了该积

分结论的 n ̸= 0 情形.

但需要注意 1
z − a

在 C 上并没有原函数, 因为 ln(z − a) 在 C 上有奇点.

复变函数与积分变换 ▶第三章 复变函数的积分 ▶ 2 柯西-古萨定理和复合闭路定理 ▶C 原函数和不定积分
⊞□□□□□⊞□□□□□□□□□□□⊞□□□□□□□□□□□ 36 / 78
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原函数的存在性

不过, 不同于单变量实函数的情形, 并不是所有的连续函数都有原函数.

设 f(z) 在单连通区域 D 内解析, C 是 D 内一条起于 z0 终于 z 的曲线. 由柯
西-古萨定理可知, 积分

∫
C
f(ζ) dζ 与路径无关, 只与 z0, z 有关. 因此我们也将其记为∫ z

z0

f(ζ) dζ.

定理. 固定 z0 ∈ D, 则函数
F (z) =

∫ z

z0

f(ζ) dζ.

是 D 内的解析函数, 且 F ′(z) = f(z).

由此可知, 单连通区域上的解析函数总有原函数.

复变函数与积分变换 ▶第三章 复变函数的积分 ▶ 2 柯西-古萨定理和复合闭路定理 ▶C 原函数和不定积分
⊞□□□□□⊞□□□□□□□□□□□⊞□□□□□□□□□□□ 37 / 78
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西-古萨定理可知, 积分

∫
C
f(ζ) dζ 与路径无关, 只与 z0, z 有关. 因此我们也将其记为∫ z

z0

f(ζ) dζ.

定理. 固定 z0 ∈ D, 则函数
F (z) =

∫ z

z0

f(ζ) dζ.

是 D 内的解析函数, 且 F ′(z) = f(z).

由此可知, 单连通区域上的解析函数总有原函数.

复变函数与积分变换 ▶第三章 复变函数的积分 ▶ 2 柯西-古萨定理和复合闭路定理 ▶C 原函数和不定积分
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原函数的存在性 非考试内容

证明. 以 z 为中心作一包含在 D 内的圆 K,

取 |∆z| 小于 K 的
半径. 那么

F (z+ ∆z) −F (z) =
∫ z+∆z

z0

f(ζ) dζ −
∫ z

z0

f(ζ) dζ

=
∫ z+∆z

z
f(ζ) dζ.

容易知道

∫ z+∆z

z
f(z) dζ = f(z)

∫ z+∆z

z
dζ = f(z) ∆z.

我们需要比较上述两个积分, 其中 z 到 z + ∆z 取直线.

z0

z

z + ∆z

复变函数与积分变换 ▶第三章 复变函数的积分 ▶ 2 柯西-古萨定理和复合闭路定理 ▶C 原函数和不定积分
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原函数的存在性 非考试内容

由于 f(z) 解析, 因此连续.

∀ε > 0,∃ ∆ > 0 使得当 |ζ − z| < ∆ 时, z 落在 K 中且
|f(ζ) − f(z)| < ε. 当 |∆z| < ∆ 时, 由长大不等式∣∣∣∣F (z + ∆z) − F (z)

∆z
− f(z)

∣∣∣∣

=
∣∣∣∣∫ z+∆z

z

f(ζ) − f(z)
∆z

dζ
∣∣∣∣

⩽ ε

|∆z|
· |∆z| = ε.

由于 ε 是任意的, 因此

f(z) = lim
∆z→0

F (z + ∆z) − F (z)
∆z

= F ′(z).

复变函数与积分变换 ▶第三章 复变函数的积分 ▶ 2 柯西-古萨定理和复合闭路定理 ▶C 原函数和不定积分
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原函数法计算积分

积分计算方法 II: 原函数法. 设 f(z) 在单连通区域 D 上解析, z1 至 z2 的积分路径落
在 D 内, 则 ∫ z2

z1

f(z) dz = F (z)
∣∣∣z2

z1
= F (z2) − F (z1),

其中 F (z) 是 f(z) 的一个原函数.

由于导函数为 0 的函数只能是常值函数, 因此

F (z) =
∫ z

z0

f(z) dz + C.

我们称之为 f(z) 的不定积分, 记为
∫
f(z) dz.

复变函数和实变函数的牛顿-莱布尼兹定理的差异在哪呢? 复变情形要求是单连通
区域上解析函数, 实变情形要求是闭区间上连续函数.

复变函数与积分变换 ▶第三章 复变函数的积分 ▶ 2 柯西-古萨定理和复合闭路定理 ▶C 原函数和不定积分
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典型例题: 利用原函数求积分

例. 求
∫ z1

z0

z dz.

解答. 由于 f(z) = z 处处解析,

且

∫
z dz = 1

2
z2 + C, 因此

∫ z1

z0

z dz = 1
2
z2
∣∣∣z1

z0
= 1

2
(z2

1 − z2
0).

因此之前的例子中
∫3+4i

0
z dz = −7

2
+ 12i, 无论从 0 到 3 + 4i 的路径如何.
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典型例题: 利用原函数求积分

例. 求
∫1+i

1
zez dz.

解答. 由于 f(z) = zez 处处解析,

且

∫
zez dz =

∫
z dez = zez −

∫
ez dz = (z − 1)ez + C,

因此 ∫1+i

1
zez dz = (z − 1)ez

∣∣∣1+i

1

= ie1+i = e(− sin 1 + i cos 1)

.

练习. 求
∫1

0
z sin z dz =

sin 1 − cos 1

.
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典型例题: 利用原函数求积分

例. 求
∫

C
(2z2 + 8z + 1) dz, 其中 C 是摆线

{
x = a(θ − sin θ),
y = a(1 − cos θ),

0 ⩽ θ ⩽ 2π.

解答. 由于 f(z) = 2z2 + 8z + 1 处处解析,

因此

原积分 =
∫2πa

0
(2z2 + 8z + 1) dz

=
(2

3
z3 + 4z2 + z

)∣∣∣∣2πa

0
= 16

3
π3a3 + 16π2a2 + 2πa.

复变函数与积分变换 ▶第三章 复变函数的积分 ▶ 2 柯西-古萨定理和复合闭路定理 ▶C 原函数和不定积分
⊞□□□□□⊞□□□□□□□□□□□⊞□□□□□□□□□□□ 45 / 78



典型例题: 利用原函数求积分

例. 求
∫

C
(2z2 + 8z + 1) dz, 其中 C 是摆线

{
x = a(θ − sin θ),
y = a(1 − cos θ),

0 ⩽ θ ⩽ 2π.

解答. 由于 f(z) = 2z2 + 8z + 1 处处解析,

因此

原积分 =
∫2πa

0
(2z2 + 8z + 1) dz

=
(2

3
z3 + 4z2 + z

)∣∣∣∣2πa

0
= 16

3
π3a3 + 16π2a2 + 2πa.

复变函数与积分变换 ▶第三章 复变函数的积分 ▶ 2 柯西-古萨定理和复合闭路定理 ▶C 原函数和不定积分
⊞□□□□□⊞□□□□□□□□□□□⊞□□□□□□□□□□□ 45 / 78



典型例题: 利用原函数求积分

例. 求
∫

C
(2z2 + 8z + 1) dz, 其中 C 是摆线

{
x = a(θ − sin θ),
y = a(1 − cos θ),

0 ⩽ θ ⩽ 2π.

解答. 由于 f(z) = 2z2 + 8z + 1 处处解析, 因此

原积分 =
∫2πa

0
(2z2 + 8z + 1) dz

=
(2

3
z3 + 4z2 + z

)∣∣∣∣2πa

0
= 16

3
π3a3 + 16π2a2 + 2πa.

复变函数与积分变换 ▶第三章 复变函数的积分 ▶ 2 柯西-古萨定理和复合闭路定理 ▶C 原函数和不定积分
⊞□□□□□⊞□□□□□□□□□□□⊞□□□□□□□□□□□ 45 / 78



典型例题: 利用原函数求积分

例. 求
∫

C
(2z2 + 8z + 1) dz, 其中 C 是摆线

{
x = a(θ − sin θ),
y = a(1 − cos θ),

0 ⩽ θ ⩽ 2π.

解答. 由于 f(z) = 2z2 + 8z + 1 处处解析, 因此

原积分 =
∫2πa

0
(2z2 + 8z + 1) dz =

(2
3
z3 + 4z2 + z

)∣∣∣∣2πa

0
= 16

3
π3a3 + 16π2a2 + 2πa.

复变函数与积分变换 ▶第三章 复变函数的积分 ▶ 2 柯西-古萨定理和复合闭路定理 ▶C 原函数和不定积分
⊞□□□□□⊞□□□□□□□□□□□⊞□□□□□□□□□□□ 45 / 78



典型例题: 利用原函数求积分

例. 设 C 为沿着 |z| = 1 从 1 到 i 的逆时针圆弧, 求
∫

C

ln(z + 1)
z + 1

dz.

解答. 函数 f(z) = ln(z + 1)
z + 1

在单连通区域 Re z > −1 内解析.

∫
ln(z + 1)
z + 1

dz =
∫

ln(z + 1) d
(
ln(z + 1)

)
= 1

2
ln2(z + 1) + C.

因此 ∫
C

ln(z + 1)
z + 1

dz = 1
2

ln2(z + 1)
∣∣i
1

= 1
2

(
ln2(1 + i) − ln2 2

)
= 1

2

((
ln

√
2 + π

4
i
)2

− ln2 2
)

= −π2

32
− 3

8
ln2 2 + π ln 2

8
i.
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第三节 柯西积分公式
柯西积分公式

高阶导数的柯西积分公式



柯西积分公式

柯西-古萨定理是解析函数理论的基础, 但在很多情形下它由柯西积分公式表现.

柯西积分公式. 设
• 函数 f(z) 在 (复合) 闭路 C 及其内部 (围成的区域) D 解析,
• z0 ∈ D,

则

f(z0) = 1
2πi

∮
C

f(z)
z − z0

dz.

若 z0 /∈ D, 由柯西-古萨定理, 右侧的积分是 0.

复变函数与积分变换 ▶第三章 复变函数的积分 ▶ 3 柯西积分公式 ▶A 柯西积分公式
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柯西积分公式: 注记

解析函数可以用一个积分

f(z) = 1
2πi

∮
C

f(ζ)
ζ − z

dζ, z ∈ D

来表示, 这是研究解析函数理论的强有力工具.

解析函数在闭路 C 内部的取值完全由它在 C 上的值所确定. 这也是解析函数的特
征之一. 特别地, 解析函数在圆心处的值等于它在圆周上的平均值. 设 z = z0 +Reiθ,
则 dz = iReiθ dθ,

f(z0) = 1
2πi

∮
C

f(z)
z − z0

dz = 1
2π

∫2π

0
f(z0 +Reiθ) dθ.
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柯西积分公式证明 非考试内容

证明. 由连续性可知, ∀ε > 0,∃δ > 0使得当 |z−z0| ⩽ δ 时, z ∈ D 且 |f(z)−f(z0)| < ε.

设 Γ : |z − z0| = δ, 则∣∣∣∣∮
C

f(z)
z − z0

dz − 2πif(z0)
∣∣∣∣ 复合闭路定理=========

∣∣∣∣∮
Γ

f(z)
z − z0

dz − 2πif(z0)
∣∣∣∣

=
∣∣∣∣∮

Γ

f(z)
z − z0

dz −
∮

Γ

f(z0)
z − z0

dz
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∮
Γ

f(z) − f(z0)
z − z0

dz
∣∣∣∣

⩽ ε

δ
· 2πδ = 2πε.

由 ε 的任意性可知 ∮
C

f(z)
z − z0

dz = 2πif(z0).
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柯西积分公式证明 非考试内容

证明. 由连续性可知, ∀ε > 0,∃δ > 0使得当 |z−z0| ⩽ δ 时, z ∈ D 且 |f(z)−f(z0)| < ε.
设 Γ : |z − z0| = δ, 则∣∣∣∣∮

C
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典型例题: 柯西积分公式的应用

可以看出, 当被积函数分子解析而分母形如 z − z0 时, 绕闭路的积分可以使用柯西
积分公式计算.

例. 求
∮

|z|=4

sin z
z

dz.

解答. 函数 sin z 处处解析.

取 f(z) = sin z, z0 = 0 并应用柯西积分公式得
∮

|z|=4

sin z
z

dz = 2πi sin z|z=0 = 0.

复变函数与积分变换 ▶第三章 复变函数的积分 ▶ 3 柯西积分公式 ▶A 柯西积分公式
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典型例题: 柯西积分公式的应用

例. 求
∮

|z|=2

ez

z − 1
dz.

解答. 由于函数 ez 处处解析,

取 f(z) = ez, z0 = 1 并应用柯西积分公式得
∮

|z|=2

ez

z − 1
dz = 2πiez|z=1 = 2πei.

练习. 求
∮

|z|=2π

cos z
z − π

dz =

−2πi

.
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典型例题: 柯西积分公式的应用

例. 设 f(z) =
∮

|ζ|=
√

3

3ζ2 + 7ζ + 1
ζ − z

dζ, 求 f ′(1 + i).

解答. 当 |z| <
√

3 时, 由柯西积分公式得

f(z) =
∮

|ζ|=
√

3

3ζ2 + 7ζ + 1
ζ − z

dζ

= 2πi(3ζ2 + 7ζ + 1)|ζ=z = 2πi(3z2 + 7z + 1).

因此 f ′(z) = 2πi(6z + 7),

f ′(1 + i) = 2πi(13 + 6i) = −12π + 26πi.

注意当 |z| >
√

3 时, f(z) ≡ 0.
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典型例题: 柯西积分公式的应用

例. 求
∮

|z|=3

ez

z(z2 − 1)
dz.

解答. 被积函数的奇点为 0,±1.

设 C1, C2, C3 分别为绕
0, 1, −1 的分离圆周. 由复合闭路定理和柯西积分公式

∮
|z|=3

ez

z(z2 − 1)
dz =

∮
C1+C2+C3

ez

z(z2 − 1)
dz

= 2πi
(

ez

z2 − 1

∣∣∣∣
z=0

+ ez

z(z + 1)

∣∣∣∣
z=1

+ ez

z(z − 1)

∣∣∣∣
z=−1

)

= 2πi
(

− 1 + e
2

+ e−1

2

)
= πi(e + e−1 − 2).

C

C1

C2C3
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0, 1, −1 的分离圆周. 由复合闭路定理和柯西积分公式

∮
|z|=3

ez

z(z2 − 1)
dz =

∮
C1+C2+C3

ez

z(z2 − 1)
dz

= 2πi
(

ez

z2 − 1

∣∣∣∣
z=0

+ ez

z(z + 1)

∣∣∣∣
z=1

+ ez

z(z − 1)

∣∣∣∣
z=−1

)

= 2πi
(

− 1 + e
2

+ e−1

2

)
= πi(e + e−1 − 2).

C

C1

C2C3
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高阶导数的柯西积分公式

解析函数可以由它的积分所表示.

不仅如此, 通过积分表示, 还可以说明解析函数
是任意阶可导的.

柯西积分公式. 设函数 f(z) 在闭路或复合闭路 C 及其内部 D 解析, 则对任意 z0 ∈ D,

f (n)(z0) = n!
2πi

∮
C

f(z)
(z − z0)n+1 dz.

假如 f(z) 有泰勒展开

f(z) = f(z0) + f ′(z0)(z − z0) + · · · + f (n)(z0)
n!

(z − z0)n + · · ·

那么由
∮

C

dz
(z − z0)n

的性质可知上述公式右侧应当为 f (n)(z0).

复变函数与积分变换 ▶第三章 复变函数的积分 ▶ 3 柯西积分公式 ▶B 高阶导数的柯西积分公式
⊞□□□□□□⊞□□□□□□□□ 54 / 78



高阶导数的柯西积分公式

解析函数可以由它的积分所表示. 不仅如此, 通过积分表示, 还可以说明解析函数
是任意阶可导的.

柯西积分公式. 设函数 f(z) 在闭路或复合闭路 C 及其内部 D 解析, 则对任意 z0 ∈ D,

f (n)(z0) = n!
2πi

∮
C

f(z)
(z − z0)n+1 dz.

假如 f(z) 有泰勒展开

f(z) = f(z0) + f ′(z0)(z − z0) + · · · + f (n)(z0)
n!

(z − z0)n + · · ·

那么由
∮

C

dz
(z − z0)n

的性质可知上述公式右侧应当为 f (n)(z0).

复变函数与积分变换 ▶第三章 复变函数的积分 ▶ 3 柯西积分公式 ▶B 高阶导数的柯西积分公式
⊞□□□□□□⊞□□□□□□□□ 54 / 78



高阶导数的柯西积分公式

解析函数可以由它的积分所表示. 不仅如此, 通过积分表示, 还可以说明解析函数
是任意阶可导的.

柯西积分公式. 设函数 f(z) 在闭路或复合闭路 C 及其内部 D 解析, 则对任意 z0 ∈ D,

f (n)(z0) = n!
2πi

∮
C

f(z)
(z − z0)n+1 dz.

假如 f(z) 有泰勒展开

f(z) = f(z0) + f ′(z0)(z − z0) + · · · + f (n)(z0)
n!

(z − z0)n + · · ·

那么由
∮

C

dz
(z − z0)n

的性质可知上述公式右侧应当为 f (n)(z0).

复变函数与积分变换 ▶第三章 复变函数的积分 ▶ 3 柯西积分公式 ▶B 高阶导数的柯西积分公式
⊞□□□□□□⊞□□□□□□□□ 54 / 78



高阶导数的柯西积分公式

解析函数可以由它的积分所表示. 不仅如此, 通过积分表示, 还可以说明解析函数
是任意阶可导的.

柯西积分公式. 设函数 f(z) 在闭路或复合闭路 C 及其内部 D 解析, 则对任意 z0 ∈ D,

f (n)(z0) = n!
2πi

∮
C

f(z)
(z − z0)n+1 dz.

假如 f(z) 有泰勒展开

f(z) = f(z0) + f ′(z0)(z − z0) + · · · + f (n)(z0)
n!

(z − z0)n + · · ·

那么由
∮

C

dz
(z − z0)n

的性质可知上述公式右侧应当为 f (n)(z0).

复变函数与积分变换 ▶第三章 复变函数的积分 ▶ 3 柯西积分公式 ▶B 高阶导数的柯西积分公式
⊞□□□□□□⊞□□□□□□□□ 54 / 78



高阶导数的柯西积分公式

解析函数可以由它的积分所表示. 不仅如此, 通过积分表示, 还可以说明解析函数
是任意阶可导的.

柯西积分公式. 设函数 f(z) 在闭路或复合闭路 C 及其内部 D 解析, 则对任意 z0 ∈ D,

f (n)(z0) = n!
2πi

∮
C

f(z)
(z − z0)n+1 dz.

假如 f(z) 有泰勒展开

f(z) = f(z0) + f ′(z0)(z − z0) + · · · + f (n)(z0)
n!

(z − z0)n + · · ·

那么由
∮

C

dz
(z − z0)n

的性质可知上述公式右侧应当为 f (n)(z0).

复变函数与积分变换 ▶第三章 复变函数的积分 ▶ 3 柯西积分公式 ▶B 高阶导数的柯西积分公式
⊞□□□□□□⊞□□□□□□□□ 54 / 78



高阶导数的柯西积分公式证明 非考试内容

证明. 先证明 n = 1 的情形.

设 δ 为 z0 到 C 的最短距离. 当 |h| < δ 时, z0 + h ∈ D.
由柯西积分公式,

f(z0) = 1
2πi

∮
C

f(z)
z − z0

dz, f(z0 + h) = 1
2πi

∮
C

f(z)
z − z0 − h

dz.

两式相减得到

f(z0 + h) − f(z0)
h

= 1
2πi

∮
C

f(z)
(z − z0)(z − z0 − h)

dz.

当 h → 0 时, 左边的极限是 f ′(z0). 因此我们只需要证明右边的极限等于

1
2πi

∮
C

f(z)
(z − z0)2 dz.
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高阶导数的柯西积分公式证明 非考试内容

二者之差 = 1
2πi

∮
C

hf(z)
(z − z0)2(z − z0 − h)

dz.

由于 f(z) 在 C 上连续, 故存在 M 使得 |f(z)| ⩽ M . 注意到 z ∈ C, |z − z0| ⩾ δ,
|z − z0 − h| ⩾ δ − |h|. 由长大不等式,∣∣∣∣∮

C

hf(z)
(z − z0)2(z − z0 − h)

dz
∣∣∣∣ ⩽ M |h|

δ2(δ − |h|)
· L,

其中 L 是闭路 C 的长度. 当 h → 0 时, 它的极限为 0, 因此 n = 1 情形得证.
对于一般的 n, 我们通过归纳法将 f (n)(z0) 和 f (n)(z0 + h) 表达为积分形式. 比较

f (n)(z0 + h) − f (n)(z0)
h

与积分公式右侧之差, 并利用长大不等式证明 h → 0 时, 差趋于
零. 具体过程见教材.
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对于一般的 n, 我们通过归纳法将 f (n)(z0) 和 f (n)(z0 + h) 表达为积分形式. 比较

f (n)(z0 + h) − f (n)(z0)
h

与积分公式右侧之差, 并利用长大不等式证明 h → 0 时, 差趋于
零. 具体过程见教材.
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典型例题: 使用高阶导数的柯西积分公式计算积分

柯西积分公式不是用来计算高阶导数的, 而是用高阶导数来计算积分的.

例. 求
∮

|z|=2

cos(πz)
(z − 1)5 dz.

解答. 由于 cos(πz) 处处解析,

因此由柯西积分公式,
∮

|z|=2

cos(πz)
(z − 1)5 dz = 2πi

4!
cos(πz)(4)∣∣

z=1

= 2πi
24

· π4 cosπ = −π5i
12
.
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典型例题: 使用高阶导数的柯西积分公式计算积分

例. 求
∮

|z|=2

ez

(z2 + 1)2 dz.

解答. 被积函数在 |z| < 2 的奇点为 z = ±i.

取 C1, C2 为以 i,−i 为圆心的分离圆周.
∮

C1

ez

(z2 + 1)2 dz = 2πi
1

(
ez

(z + i)2

)′∣∣∣
z=i

= 2πi
(

ez

(z + i)2 − 2ez

(z + i)3

)∣∣∣
z=i

= (1 − i)eiπ

2
.

类似地,
∮

C2

ez

(z2 + 1)2 dz = −(1 + i)e−iπ

2
. 故

∮
|z|=2

ez

(z2 + 1)2 dz =
(∮

C1

+
∮

C2

)
ez

(z2 + 1)2 dz

= (1 − i)eiπ

2
+ −(1 + i)e−iπ

2
= πi(sin 1 − cos 1).

复变函数与积分变换 ▶第三章 复变函数的积分 ▶ 3 柯西积分公式 ▶B 高阶导数的柯西积分公式
⊞□□□□□□⊞□□□□□□□□ 58 / 78



典型例题: 使用高阶导数的柯西积分公式计算积分

例. 求
∮

|z|=2

ez

(z2 + 1)2 dz.

解答. 被积函数在 |z| < 2 的奇点为 z = ±i.

取 C1, C2 为以 i,−i 为圆心的分离圆周.
∮

C1

ez

(z2 + 1)2 dz = 2πi
1

(
ez

(z + i)2

)′∣∣∣
z=i

= 2πi
(

ez

(z + i)2 − 2ez

(z + i)3

)∣∣∣
z=i

= (1 − i)eiπ

2
.

类似地,
∮

C2

ez

(z2 + 1)2 dz = −(1 + i)e−iπ

2
. 故

∮
|z|=2

ez

(z2 + 1)2 dz =
(∮

C1

+
∮

C2

)
ez

(z2 + 1)2 dz

= (1 − i)eiπ

2
+ −(1 + i)e−iπ

2
= πi(sin 1 − cos 1).

复变函数与积分变换 ▶第三章 复变函数的积分 ▶ 3 柯西积分公式 ▶B 高阶导数的柯西积分公式
⊞□□□□□□⊞□□□□□□□□ 58 / 78



典型例题: 使用高阶导数的柯西积分公式计算积分

例. 求
∮

|z|=2

ez

(z2 + 1)2 dz.

解答. 被积函数在 |z| < 2 的奇点为 z = ±i. 取 C1, C2 为以 i,−i 为圆心的分离圆周.

∮
C1

ez

(z2 + 1)2 dz = 2πi
1

(
ez

(z + i)2

)′∣∣∣
z=i

= 2πi
(

ez

(z + i)2 − 2ez

(z + i)3

)∣∣∣
z=i

= (1 − i)eiπ

2
.

类似地,
∮

C2

ez

(z2 + 1)2 dz = −(1 + i)e−iπ

2
. 故

∮
|z|=2

ez

(z2 + 1)2 dz =
(∮

C1

+
∮

C2

)
ez

(z2 + 1)2 dz

= (1 − i)eiπ

2
+ −(1 + i)e−iπ

2
= πi(sin 1 − cos 1).

复变函数与积分变换 ▶第三章 复变函数的积分 ▶ 3 柯西积分公式 ▶B 高阶导数的柯西积分公式
⊞□□□□□□⊞□□□□□□□□ 58 / 78



典型例题: 使用高阶导数的柯西积分公式计算积分

例. 求
∮

|z|=2

ez

(z2 + 1)2 dz.

解答. 被积函数在 |z| < 2 的奇点为 z = ±i. 取 C1, C2 为以 i,−i 为圆心的分离圆周.
∮

C1

ez

(z2 + 1)2 dz = 2πi
1

(
ez

(z + i)2

)′∣∣∣
z=i

= 2πi
(

ez

(z + i)2 − 2ez

(z + i)3

)∣∣∣
z=i

= (1 − i)eiπ

2
.

类似地,
∮

C2

ez

(z2 + 1)2 dz = −(1 + i)e−iπ

2
. 故

∮
|z|=2

ez

(z2 + 1)2 dz =
(∮

C1

+
∮

C2

)
ez

(z2 + 1)2 dz

= (1 − i)eiπ

2
+ −(1 + i)e−iπ

2
= πi(sin 1 − cos 1).

复变函数与积分变换 ▶第三章 复变函数的积分 ▶ 3 柯西积分公式 ▶B 高阶导数的柯西积分公式
⊞□□□□□□⊞□□□□□□□□ 58 / 78



典型例题: 使用高阶导数的柯西积分公式计算积分

例. 求
∮

|z|=2

ez

(z2 + 1)2 dz.

解答. 被积函数在 |z| < 2 的奇点为 z = ±i. 取 C1, C2 为以 i,−i 为圆心的分离圆周.
∮

C1

ez

(z2 + 1)2 dz = 2πi
1

(
ez

(z + i)2

)′∣∣∣
z=i

= 2πi
(

ez

(z + i)2 − 2ez

(z + i)3

)∣∣∣
z=i

= (1 − i)eiπ

2
.

类似地,
∮

C2

ez

(z2 + 1)2 dz = −(1 + i)e−iπ

2
. 故

∮
|z|=2

ez

(z2 + 1)2 dz =
(∮

C1

+
∮

C2

)
ez

(z2 + 1)2 dz

= (1 − i)eiπ

2
+ −(1 + i)e−iπ

2
= πi(sin 1 − cos 1).

复变函数与积分变换 ▶第三章 复变函数的积分 ▶ 3 柯西积分公式 ▶B 高阶导数的柯西积分公式
⊞□□□□□□⊞□□□□□□□□ 58 / 78



典型例题: 使用高阶导数的柯西积分公式计算积分

例. 求
∮

|z|=2

ez

(z2 + 1)2 dz.

解答. 被积函数在 |z| < 2 的奇点为 z = ±i. 取 C1, C2 为以 i,−i 为圆心的分离圆周.
∮

C1

ez

(z2 + 1)2 dz = 2πi
1

(
ez

(z + i)2

)′∣∣∣
z=i

= 2πi
(

ez

(z + i)2 − 2ez

(z + i)3

)∣∣∣
z=i

= (1 − i)eiπ

2
.

类似地,
∮

C2

ez

(z2 + 1)2 dz = −(1 + i)e−iπ

2
.

故

∮
|z|=2

ez

(z2 + 1)2 dz =
(∮

C1

+
∮

C2

)
ez

(z2 + 1)2 dz

= (1 − i)eiπ

2
+ −(1 + i)e−iπ

2
= πi(sin 1 − cos 1).

复变函数与积分变换 ▶第三章 复变函数的积分 ▶ 3 柯西积分公式 ▶B 高阶导数的柯西积分公式
⊞□□□□□□⊞□□□□□□□□ 58 / 78



典型例题: 使用高阶导数的柯西积分公式计算积分

例. 求
∮

|z|=2

ez

(z2 + 1)2 dz.

解答. 被积函数在 |z| < 2 的奇点为 z = ±i. 取 C1, C2 为以 i,−i 为圆心的分离圆周.
∮

C1

ez

(z2 + 1)2 dz = 2πi
1

(
ez

(z + i)2

)′∣∣∣
z=i

= 2πi
(

ez

(z + i)2 − 2ez

(z + i)3

)∣∣∣
z=i

= (1 − i)eiπ

2
.

类似地,
∮

C2

ez

(z2 + 1)2 dz = −(1 + i)e−iπ

2
. 故

∮
|z|=2

ez

(z2 + 1)2 dz =
(∮

C1

+
∮

C2

)
ez

(z2 + 1)2 dz

= (1 − i)eiπ

2
+ −(1 + i)e−iπ

2
= πi(sin 1 − cos 1).

复变函数与积分变换 ▶第三章 复变函数的积分 ▶ 3 柯西积分公式 ▶B 高阶导数的柯西积分公式
⊞□□□□□□⊞□□□□□□□□ 58 / 78



典型例题: 使用高阶导数的柯西积分公式计算积分

例. 求
∮

|z|=1
znez dz, 其中 n 是整数.

解答.

(1) 当 n ⩾ 0 时, znez 处处解析.

由柯西-古萨定理,
∮

|z|=1
znez dz = 0.

(2) 当 n ⩽ −1 时, ez 处处解析.

由柯西积分公式,
∮

|z|=1
znez dz = 2πi

(−n− 1)!
(ez)(−n−1)∣∣

z=0 = 2πi
(−n− 1)!

.
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znez dz, 其中 n 是整数.

解答.
(1) 当 n ⩾ 0 时, znez 处处解析.

由柯西-古萨定理,
∮

|z|=1
znez dz = 0.

(2) 当 n ⩽ −1 时, ez 处处解析.

由柯西积分公式,
∮

|z|=1
znez dz = 2πi

(−n− 1)!
(ez)(−n−1)∣∣

z=0 = 2πi
(−n− 1)!

.
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典型例题: 使用高阶导数的柯西积分公式计算积分

例. 求
∮

|z−3|=2

1
(z − 2)2z3 dz 和

∮
|z−1|=3

1
(z − 2)2z3 dz.

解答.

(1) 1
(z − 2)2z3 在 |z − 3| < 2 的奇点为 z = 2.

由柯西积分公式,∮
|z−3|=2

1
(z − 2)2z3 dz = 2πi

1!

( 1
z3

)′
∣∣∣∣
z=2

= −3πi
8
.

(2) 1
(z − 2)2z3 在 |z − 1| < 3 的奇点为 z = 0, 2.

取 C1, C2 为以 0, 2 为圆心的分离圆周.∮
|z−1|=3

1
(z − 2)2z3 dz =

∮
C1

1
(z − 2)2z3 dz +

∮
C2

1
(z − 2)2z3 dz

= 2πi
2!

(
1

(z − 2)2

)′′∣∣∣
z=0

+ 2πi
1!

( 1
z3

)′∣∣∣
z=2

= 0.
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莫累拉定理

练习.
∮

|z−2i|=3

1
z2(z − i)

dz =

0

.

例 (莫累拉定理). 设 f(z) 在单连通区域 D 内连续, 且对于 D 中任意闭路 C 都有∮
C
f(z) dz = 0, 则 f(z) 在 D 内解析.

证明. 由题设可知 f(z) 的积分与路径无关.

固定 z0 ∈ D, 则

F (z) =
∫ z

z0

f(z) dz

定义了 D 内的一个函数. 类似于原函数的证明可知 F ′(z) = f(z). 故 f(z) 作为解析函
数 F (z) 的导数也是解析的.
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解析函数与实函数的差异

高阶柯西积分公式说明解析函数的导数与实函数的导数有何不同?

高阶柯西积分
公式说明, 函数 f(z) 只要在区域 D 中处处可导, 它就一定无限次可导, 并且各阶导数
仍然在 D 中解析. 这一点与实变量函数有本质的区别.

同时我们也可以看出, 若一个二元实函数 u(x, y) 是一个解析函数的实部或虚部,
则 u 也是具有任意阶偏导数. 这便引出了调和函数的概念.
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第四节 解析函数与调和函数的关系
调和函数

共轭调和函数



调和函数

调和函数是一类重要的二元实变函数, 它和解析函数有着紧密的联系.

为了简便,
我们用 uxx, uyy 来表示二阶偏导数.

定义. 若二元实变函数 u(x, y) 在区域 D 内有二阶连续偏导数, 且满足拉普拉斯方程

∆u := uxx + uyy = 0,

则称 u(x, y) 是 D 内的调和函数.

复变函数与积分变换 ▶第三章 复变函数的积分 ▶ 4 解析函数与调和函数的关系 ▶A 调和函数
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解析函数与调和函数的联系

定理. 区域 D 内解析函数 f(z) 的实部和虚部都是调和函数.

证明. 设 f(z) = u(x, y) + iv(x, y), 则 u, v 存在偏导数且

f ′(z) = ux + ivx = vy − iuy.

由于 f(z) 任意阶可导, 因此 u, v 存在任意阶偏导数. 由 C-R 方程 ux = vy, uy = −vx 可
知

∆u = uxx + uyy = vyx − vxy = 0,

∆v = vxx + vyy = −uyx + uxy = 0.

复变函数与积分变换 ▶第三章 复变函数的积分 ▶ 4 解析函数与调和函数的关系 ▶A 调和函数
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解析函数与调和函数的联系

反过来, 调和函数是否一定是某个解析函数的实部或虚部呢?

对于单连通的情形,
答案是肯定的.
若 u+ iv 是区域 D 内的解析函数, 则我们称 v 是 u 的共轭调和函数. 换言之

ux = vy, uy = −vx. 显然 −u 是 v 的共轭调和函数.

定理. 设 u(x, y) 是单连通区域 D 内的调和函数, 则线积分

v(x, y) =
∫ (x,y)

(x0,y0)
−uy dx+ ux dy + C

是 u 的共轭调和函数.

由此可知, 区域 D 上的调和函数在 z ∈ D 的一个邻域内是一解析函数的实部, 从
而在该邻域内具有任意阶连续偏导数. 而 z 的任取的, 因此调和函数总具有任意阶连续
偏导数.

复变函数与积分变换 ▶第三章 复变函数的积分 ▶ 4 解析函数与调和函数的关系 ▶B 共轭调和函数
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共轭调和函数的求法

若 D 是多连通区域, 则未必存在共轭调和函数.

例如 ln(x2 + y2) 是复平面去掉原
点上的调和函数, 但它并不是某个解析函数的实部. 事实上, 它是 2 Ln z 的实部.

在实际计算中, 我们一般不用线积分来得到共轭调和函数, 而是采用下述两种办法:

偏积分法. 通过 vy = ux 解得 v = φ(x, y) + ψ(x), 其中 ψ(x) 待定.

再代入 uy = −vx

中解出 ψ(x).

不定积分法. 对 f ′(z) = ux − iuy = vy + ivx 求不定积分得到 f(z).
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典型例题: 求共轭调和函数和相应的解析函数

例. 证明 u(x, y) = y3 − 3x2y 是调和函数, 并求其共轭调和函数以及由它们构成的解析
函数.

解答. 由 ux = −6xy, uy = 3y2 − 3x2 可知

uxx + uyy = −6y + 6y = 0,

故 u 是调和函数.
由 vy = ux = −6xy 得 v = −3xy2 + ψ(x).
由 vx = −uy = 3x2 − 3y2 得 ψ′(x) = 3x2, ψ(x) = x3 + C.
故 v(x, y) = −3xy2 + x3 + C,

f(z) = u+ iv = y3 − 3x2y + i(−3xy2 + x3 + C)

= i(x+ iy)3 + iC = i(z3 + C), C ∈ R.
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典型例题: 求共轭调和函数和相应的解析函数

当解析函数 f(z) 是 x, y 的多项式形式时, f(z) 本身一定是 z 的多项式.

于是将 x
全部换成 z, y 全部换成 0 就是 f(z). 即使 f(z) 不是 x, y 的多项式形式, 这种替换方
式很多时候也奏效.

在上例中我们也可由另一种方法计算得到:

f ′(z) = ux − iuy = −6xy − i(3y2 − 3x2) = 3iz2.

因此 f(z) = iz3 + C.
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式很多时候也奏效.
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典型例题: 求共轭调和函数和相应的解析函数

例. 求解析函数 f(z) 使得它的虚部为

v(x, y) = ex(y cos y + x sin y) + x+ y.

解答. 由 ux = vy = ex(cos y − y sin y + x cos y) + 1 得

u = ex(x cos y − y sin y) + x+ ψ(y).

由 uy = −vx = −ex(y cos y + x sin y + sin y) − 1 得

ψ′(y) = −1, ψ(y) = −y + C.

故

f(z) = u+ iv = ex(x cos y − y sin y) + x− y + C + i
[
ex(y cos y + x sin y) + x+ y

]

= zez + (1 + i)z + C, C ∈ R.

复变函数与积分变换 ▶第三章 复变函数的积分 ▶ 4 解析函数与调和函数的关系 ▶B 共轭调和函数
⊞□⊞□□□□□ 69 / 78



典型例题: 求共轭调和函数和相应的解析函数

例. 求解析函数 f(z) 使得它的虚部为

v(x, y) = ex(y cos y + x sin y) + x+ y.

解答. 由 ux = vy = ex(cos y − y sin y + x cos y) + 1 得

u = ex(x cos y − y sin y) + x+ ψ(y).

由 uy = −vx = −ex(y cos y + x sin y + sin y) − 1 得

ψ′(y) = −1, ψ(y) = −y + C.

故

f(z) = u+ iv = ex(x cos y − y sin y) + x− y + C + i
[
ex(y cos y + x sin y) + x+ y

]

= zez + (1 + i)z + C, C ∈ R.

复变函数与积分变换 ▶第三章 复变函数的积分 ▶ 4 解析函数与调和函数的关系 ▶B 共轭调和函数
⊞□⊞□□□□□ 69 / 78



典型例题: 求共轭调和函数和相应的解析函数

例. 求解析函数 f(z) 使得它的虚部为

v(x, y) = ex(y cos y + x sin y) + x+ y.

解答. 由 ux = vy = ex(cos y − y sin y + x cos y) + 1 得

u = ex(x cos y − y sin y) + x+ ψ(y).

由 uy = −vx = −ex(y cos y + x sin y + sin y) − 1 得

ψ′(y) = −1, ψ(y) = −y + C.

故

f(z) = u+ iv = ex(x cos y − y sin y) + x− y + C + i
[
ex(y cos y + x sin y) + x+ y

]

= zez + (1 + i)z + C, C ∈ R.

复变函数与积分变换 ▶第三章 复变函数的积分 ▶ 4 解析函数与调和函数的关系 ▶B 共轭调和函数
⊞□⊞□□□□□ 69 / 78



典型例题: 求共轭调和函数和相应的解析函数

例. 求解析函数 f(z) 使得它的虚部为

v(x, y) = ex(y cos y + x sin y) + x+ y.

解答. 由 ux = vy = ex(cos y − y sin y + x cos y) + 1 得

u = ex(x cos y − y sin y) + x+ ψ(y).

由 uy = −vx = −ex(y cos y + x sin y + sin y) − 1 得

ψ′(y) = −1, ψ(y) = −y + C.

故

f(z) = u+ iv = ex(x cos y − y sin y) + x− y + C + i
[
ex(y cos y + x sin y) + x+ y

]

= zez + (1 + i)z + C, C ∈ R.

复变函数与积分变换 ▶第三章 复变函数的积分 ▶ 4 解析函数与调和函数的关系 ▶B 共轭调和函数
⊞□⊞□□□□□ 69 / 78



典型例题: 求共轭调和函数和相应的解析函数

例. 求解析函数 f(z) 使得它的虚部为

v(x, y) = ex(y cos y + x sin y) + x+ y.

解答. 由 ux = vy = ex(cos y − y sin y + x cos y) + 1 得

u = ex(x cos y − y sin y) + x+ ψ(y).

由 uy = −vx = −ex(y cos y + x sin y + sin y) − 1 得

ψ′(y) = −1, ψ(y) = −y + C.

故

f(z) = u+ iv = ex(x cos y − y sin y) + x− y + C + i
[
ex(y cos y + x sin y) + x+ y

]
= zez + (1 + i)z + C, C ∈ R.

复变函数与积分变换 ▶第三章 复变函数的积分 ▶ 4 解析函数与调和函数的关系 ▶B 共轭调和函数
⊞□⊞□□□□□ 69 / 78



典型例题: 求共轭调和函数和相应的解析函数

也可由

f ′(z) = vy + ivx

= ex(cos y − y sin y + x cos y) + 1 + i
(
ex(y cos y + x sin y + sin y) + 1

)

= (z + 1)ez + 1 + i.

得 f(z) = zez + (1 + i)z + C.

练习. 证明 u(x, y) = x3 − 6x2y − 3xy2 + 2y3 是调和函数并求它的共轭调和函数.

答案. v(x, y) = 2x3 + 3x2y − 6xy2 − y3 + C.

显然 u+ iv = (1 + 2i)z3 + iC.

复变函数与积分变换 ▶第三章 复变函数的积分 ▶ 4 解析函数与调和函数的关系 ▶B 共轭调和函数
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第五节 解析函数与调和函数的关系
调和函数

共轭调和函数



调和函数

调和函数是一类重要的二元实变函数, 它和解析函数有着紧密的联系.

为了简便,
我们用 uxx, uyy 来表示二阶偏导数.

定义. 若二元实变函数 u(x, y) 在区域 D 内有二阶连续偏导数, 且满足拉普拉斯方程

∆u := uxx + uyy = 0,

则称 u(x, y) 是 D 内的调和函数.

复变函数与积分变换 ▶第三章 复变函数的积分 ▶ 5 解析函数与调和函数的关系 ▶A 调和函数
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解析函数与调和函数的联系

定理. 区域 D 内解析函数 f(z) 的实部和虚部都是调和函数.

证明. 设 f(z) = u(x, y) + iv(x, y), 则 u, v 存在偏导数且

f ′(z) = ux + ivx = vy − iuy.

由于 f(z) 任意阶可导, 因此 u, v 存在任意阶偏导数. 由 C-R 方程 ux = vy, uy = −vx 可
知

∆u = uxx + uyy = vyx − vxy = 0,

∆v = vxx + vyy = −uyx + uxy = 0.
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解析函数与调和函数的联系

反过来, 调和函数是否一定是某个解析函数的实部或虚部呢?

对于单连通的情形,
答案是肯定的.

若 u+ iv 是区域 D 内的解析函数, 则我们称 v 是 u 的共轭调和函数. 换言之
ux = vy, uy = −vx. 显然 −u 是 v 的共轭调和函数.

定理. 设 u(x, y) 是单连通区域 D 内的调和函数, 则线积分

v(x, y) =
∫ (x,y)

(x0,y0)
−uy dx+ ux dy + C

是 u 的共轭调和函数.

由此可知, 区域 D 上的调和函数在 z ∈ D 的一个邻域内是一解析函数的实部, 从
而在该邻域内具有任意阶连续偏导数. 而 z 的任取的, 因此调和函数总具有任意阶连续
偏导数.
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答案是肯定的.

若 u+ iv 是区域 D 内的解析函数, 则我们称 v 是 u 的共轭调和函数. 换言之
ux = vy, uy = −vx.

显然 −u 是 v 的共轭调和函数.

定理. 设 u(x, y) 是单连通区域 D 内的调和函数, 则线积分

v(x, y) =
∫ (x,y)

(x0,y0)
−uy dx+ ux dy + C

是 u 的共轭调和函数.

由此可知, 区域 D 上的调和函数在 z ∈ D 的一个邻域内是一解析函数的实部, 从
而在该邻域内具有任意阶连续偏导数. 而 z 的任取的, 因此调和函数总具有任意阶连续
偏导数.
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共轭调和函数的求法

若 D 是多连通区域, 则未必存在共轭调和函数.

例如 ln(x2 + y2) 是复平面去掉原
点上的调和函数, 但它并不是某个解析函数的实部. 事实上, 它是 2 Ln z 的实部.

在实际计算中, 我们一般不用线积分来得到共轭调和函数, 而是采用下述两种办法:

偏积分法. 通过 vy = ux 解得 v = φ(x, y) + ψ(x), 其中 ψ(x) 待定.

再代入 uy = −vx

中解出 ψ(x).

不定积分法. 对 f ′(z) = ux − iuy = vy + ivx 求不定积分得到 f(z).

复变函数与积分变换 ▶第三章 复变函数的积分 ▶ 5 解析函数与调和函数的关系 ▶B 共轭调和函数
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典型例题: 求共轭调和函数和相应的解析函数

例. 证明 u(x, y) = y3 − 3x2y 是调和函数, 并求其共轭调和函数以及由它们构成的解析
函数.

解答. 由 ux = −6xy, uy = 3y2 − 3x2 可知

uxx + uyy = −6y + 6y = 0,

故 u 是调和函数.
由 vy = ux = −6xy 得 v = −3xy2 + ψ(x).
由 vx = −uy = 3x2 − 3y2 得 ψ′(x) = 3x2, ψ(x) = x3 + C.
故 v(x, y) = −3xy2 + x3 + C,

f(z) = u+ iv = y3 − 3x2y + i(−3xy2 + x3 + C)

= i(x+ iy)3 + iC = i(z3 + C).

复变函数与积分变换 ▶第三章 复变函数的积分 ▶ 5 解析函数与调和函数的关系 ▶B 共轭调和函数
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uxx + uyy = −6y + 6y = 0,

故 u 是调和函数.
由 vy = ux = −6xy 得 v = −3xy2 + ψ(x).
由 vx = −uy = 3x2 − 3y2 得 ψ′(x) = 3x2, ψ(x) = x3 + C.
故 v(x, y) = −3xy2 + x3 + C,

f(z) = u+ iv = y3 − 3x2y + i(−3xy2 + x3 + C) = i(x+ iy)3 + iC = i(z3 + C).

复变函数与积分变换 ▶第三章 复变函数的积分 ▶ 5 解析函数与调和函数的关系 ▶B 共轭调和函数
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典型例题: 求共轭调和函数和相应的解析函数

当解析函数 f(z) 是 x, y 的多项式形式时, f(z) 本身一定是 z 的多项式.

于是将 x
全部换成 z, y 全部换成 0 就是 f(z). 即使 f(z) 不是 x, y 的多项式形式, 这种替换方
式很多时候也奏效.

在上例中我们也可由另一种方法计算得到:

f ′(z) = ux − iuy = −6xy − i(3y2 − 3x2) = 3iz2.

因此 f(z) = iz3 + C.
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典型例题: 求共轭调和函数和相应的解析函数

例. 求解析函数 f(z) 使得它的虚部为

v(x, y) = ex(y cos y + x sin y) + x+ y.

解答. 由 ux = vy = ex(cos y − y sin y + x cos y) + 1 得

u = ex(x cos y − y sin y) + x+ ψ(y).

由 uy = −vx = −ex(y cos y + x sin y + sin y) − 1 得

ψ′(y) = −1, ψ(y) = −y + C.

故

f(z) = u+ iv = ex(x cos y − y sin y) + x− y + C + i
[
ex(y cos y + x sin y) + x+ y

]

= zez + (1 + i)z + C, C ∈ R.

复变函数与积分变换 ▶第三章 复变函数的积分 ▶ 5 解析函数与调和函数的关系 ▶B 共轭调和函数
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典型例题: 求共轭调和函数和相应的解析函数

也可由

f ′(z) = vy + ivx

= ex(cos y − y sin y + x cos y) + 1 + i
(
ex(y cos y + x sin y + sin y) + 1

)

= (z + 1)ez + 1 + i.

得 f(z) = zez + (1 + i)z + C.

练习. 证明 u(x, y) = x3 − 6x2y − 3xy2 + 2y3 是调和函数并求它的共轭调和函数.

答案. v(x, y) = 2x3 + 3x2y − 6xy2 − y3 + C.

显然 u+ iv = (1 + 2i)z3 + iC.

复变函数与积分变换 ▶第三章 复变函数的积分 ▶ 5 解析函数与调和函数的关系 ▶B 共轭调和函数
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