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矩阵及其运算

• 加减法和数乘、乘法.
• 一般 AB ̸= BA, 但 A = E, O, f(B)/g(B) 时可以.
• 一般 AB = AB 推不出 B = C, 但 A 列满秩时可以.
• 矩阵的幂: 对角阵、λE + N、uvT 情形, 或相似与这些矩阵情形.
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转置、伴随、逆

• (AB)T = BTAT, (AB)∗ = B∗A∗, (AB)−1 = B−1A−1.

• (AT)∗ = (A∗)T, (AT)−1 = (A−1)T, (A∗)−1 = (A−1)∗.

• AA∗ = A∗A = |A|En, (kA)∗ = kn−1A∗, |A∗| = |A|n−1.

• (A∗)∗ =
{

A, n = 2;
|A|n−2A, n ⩾ 3.

• R(A∗) =


n, R(A) = n;
1, R(A) = n − 1;
0, R(A) ⩽ n − 2.

• (A, E) r∼ (E, A−1), (A, B) r∼ (E, A−1B).
• A 可逆 ⇐⇒ |A| ̸= 0 ⇐⇒ R(A) = n ⇐⇒ A 行最简形为 E

⇐⇒ A ∼ E ⇐⇒ A
r∼ E ⇐⇒ A

c∼ E ⇐⇒ Ax = 0 只有零解 ⇐⇒ Ax = b
总有解 ⇐⇒ Ax = b 总有唯一解 ⇐⇒ A 特征值都非零.
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行列式

• 行列式：2, 3 阶直接算. 对角阵和三角阵行列式的计算, 分块情形类似.
• 一般用初等变换计算.
• R(A) < n 时 |A| = 0.
• |AB| = |A| · |B|, |AT| = |A|, |kA| = kn|A|.
• 拉普拉斯展开, 以及

n∑
j=1

aijAjk = 0 或 |A|.

• 特殊形状行列式的计算, 范德蒙行列式.
• 互换两行 (列) 后, 方阵的行列式变为 −1 倍.
• 方阵的某一行 (列) 乘 k 后, 方阵的行列式变为 k 倍.
• 将方阵某一行 (列) 对应向量写成两个向量之和, 则行列式也可对应拆成两个行列
式之和.

• 具有相同的两行 (列) 的方阵的行列式为零: | · · · , v, · · · , v, · · · | = 0.
• 若方阵有一行 (列) 全为零, 则行列式为零: | · · · , 0, · · · | = 0.
• 若方阵有两行 (列) 成比例, 则行列式为零: | · · · , v, · · · , kv, · · · | = 0.
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向量组

设 A = (α1, . . . , αm), B = (β1, . . . , βm) 列向量组分别为 S, T .
• 线性组合: β = λ1α1 + · · · + λmαm ⇐⇒ β = Ax 有解 ⇐⇒ R(A) = R(A, β).
• 线性无关: λ1α1 + · · · + λmαm = 0 只有零解 ⇐⇒ Ax = 0 只有零解 ⇐⇒

R(A) = R(S) = m.
• 线性相关: 存在不全为零的数使得 λ1α1 + · · · + λmαm = 0 ⇐⇒ R(S) < m.
• T 可以被 S 线性表示 ⇐⇒ AX = B 有解 ⇐⇒ R(A) = R(A, B).
• S, T 向量组等价 ⇐⇒ B = AX, A = BY 有解 ⇐⇒ R(A) = R(A, B) = R(B).
• 设 α1, . . . , αm 线性无关, (β1, . . . , βn) = (α1, . . . , αm)C. β1, . . . , βn 线性无关

⇐⇒ Cx = 0 只有零解.
• 向量组线性相关 ⇐⇒ 其中至少有一个向量可以由其它向量线性表示.
• 若 S 线性无关, S ∪ {β} 线性相关, 则 β 可以由 S 唯一线性表示.
• 整体无关 =⇒ 部分无关.
• 低维无关 =⇒ 高维无关.
• 多的由少的表示, 多的一定线性相关.
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秩、基、极大无关组

• 设 R(A) = r, 则存在非零的 r 阶子式, 但所有的 r + 1 阶子式都是零.
• 设 A ∈ Mm×n, 则 0 ⩽ R(A) ⩽ min(m, n).
• R(A) = 0 ⇐⇒ A = O;
• n 阶方阵 A 可逆 ⇐⇒ R(A) = n;
• R(kA) = R(A) = R(AT), k ̸= 0;
• A ∼ B ⇐⇒ R(A) = R(B);
• R(AB) ⩽ min

(
R(A), R(B)

)
;

• 若 Am×nBn×ℓ = O, 则 R(A) + R(B) ⩽ n;
• R(aA + bB) ⩽ R(A, B) ⩽ R(A) + R(B). 特别地, max

(
R(A), R(B)

)
⩽ R(A, B).

• S0 ⊆ S 是极大无关组, 如果下面任意两条满足: S0 大小是 R(S); S0 和 S 等价; S0
线性无关.
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线性方程组

• 设 A ∈ Mm×n, R(A) = r. 线性方程组 Ax = 0 的基础解系包含 n − r 个向量.
• 若 R(A) < R(A, b), 则 Ax = b 无解;
• 若 R(A) = R(A, b) = n, 则 Ax = b 有唯一解;
• 若 R(A) = R(A, b) < n, 则 Ax = b 有无穷多解.
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方阵

• 正交阵: 行 (列) 向量组是标准正交基.
• A 正交 ⇐⇒ AT, A−1, A∗ 也正交.
• |A| = ±1.

• 特征值: 解特征多项式.
• 对角元之和 = 迹 Tr(A) = 特征值之和. (Tr(A2) = 特征值平方和)
• 行列式 = 特征值乘积.
• g(A)/h(A) 的特征值, AT, A∗, P −1AP 特征值.

• 对称阵: A = AT, 反对称阵: A = −AT.
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矩阵关系

• 行等价: A
r∼ B ⇐⇒ B = P A, P 可逆 ⇐⇒ 行向量组等价 ⇐⇒ 列向量组保持

线性关系 ⇐⇒ Ax = 0 和 Bx = 0 等价.
• 等价: A ∼ B ⇐⇒ B = P AQ, P , Q 可逆 ⇐⇒ R(A) = R(B).

• 相似: 若 B = P −1AP , 则特征值、迹、行列式、特征多项式相同.
• 可对角化 ⇐⇒ 有 n 个线性无关特征向量 (作为 P 的列). 特征值两两不同, 或对
所有特征值 R(A − λE) = n − k (λ 是 k 重).

• 不同特征值的特征向量线性无关.

• 相合: 即二次型等价 B = P TAP . 特征值特征向量 (可) 全实, 可对角化. 标准型
diag(Ep, −Er−p, O).

• 正交相合: P 是正交阵. 将特征向量正交单位化.
• 正定: 特征值全正, p = n, 顺序主子式全正 ( =⇒ 对角元全正).
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极大线性无关组和秩的计算方法

(1) 将向量组以列向量形式组成矩阵 A = (α1, . . . , αm).
(2) 通过初等行变换将 A 变为行阶梯形矩阵.

• 行阶梯形矩阵非零行的行数就是秩 R(A);
• 行阶梯形矩阵每个非零行的首个非零元对应的 A 的列向量, 就是极大线性无
关组.

(3) 继续化简为行最简形矩阵, 则可将其余向量表示为极大线性无关组的线性组合.
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齐次线性方程组的解法

(1) 将系数矩阵通过初等行变换化为行最简形.
(2) 将矩阵重新写成方程形式 xi + · · · = 0.
(3) 移项, 使得等式左侧只有阶梯拐角列 i 对应的 xi = · · · .
(4) 添加 n − r 项 xj = xj , 使得等式左边凑成 x.
(5) 等式右侧是非拐角列 j 对应的 xj 的组合, 其系数形成的 n − r 个向量就是基础解
系.
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非齐次线性方程组的解法

(1) 写: 写出方程组对应的增广矩阵 (A, b);
(2) 变: 通过初等行变换将其化为行最简形;
(3) 判: 通过行最简形判定方程是否有解;
(4) 解: 若系数矩阵部分零行对应的常数项均为零, 则方程有解.
(5) 类似于齐次情形, 将矩阵重新写成方程形式、移项、添恒等式, 使得等式左边凑成

x.
(6) 等式右侧的常数部分是特解，其余是非拐角列 j 对应的 xj 的组合, 其系数形成的

n − r 个向量就是基础解系.
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格拉姆-施密特正交化

β1 = α1

β2 = α2 − [α2, β1]
[β1, β1]

β1

β3 = α3 − [α3, β1]
[β1, β1]

β1 − [α3, β2]
[β2, β2]

β2

...

βr = αr − [αr, β1]
[β1, β1]

β1 − · · · − [αr, βr−1]
[βr−1, βr−1]

βr−1

e1 = β1
∥β1∥

, . . . , er = βr

∥βr∥
就是 V 的一组标准正交基.
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特征值和特征向量的计算

(1) 求 A 的特征多项式 f(λ) = |A − λE|;
(2) 解 f(λ) = |A − λE| = 0 得到特征值;
(3) 对于每一个特征值 λi, 解 (A − λiE)x = 0, 其非零解就是对应特征向量.

相似对角化:

(1) 求出 A 的所有特征值 λi 和特征向量 pi;
(2) 若 k 重特征值均有 k 个对应的线性无关的特征向量, 则可对角化.
(3) 若能, 将 n 个对应的线性无关的特征向量 p1, . . . , pn 组成方阵 P = (p1, . . . , pn),

P −1AP = diag(λ1, . . . , λn).
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合同

实对称阵的正交合同对角化, 或求正交变换 x = P y 将实二次型 f 化为标准形:

(1) 写出 f 对应的对称阵 A.
(2) 求出 A 的特征值.
(3) 若特征值是 k 重的, 求出 k 个特征向量后, 用格拉姆-施密特方法将其正交单位化.
(4) 这些特征向量构成正交阵 P , P TAP 为这些特征向量对应的特征值构成的对角阵.
(5) 写出正交变换 x = P y 以及对应的实二次型 f = λ1y2

1 + · · · + λny2
n.

求可逆变换 x = P y 将实二次型 f 化为规范形:

(1) 求出正交变换 Q 使得
QTAQ = diag(λ1, . . . , λn).

(2) 取 P = Qdiag(
√

|λ1|, . . . ,
√

|λn|)−1, 零特征值对应位置任取非零数.

也可用配方法. 若只求规范形, 可只看特征值正负号.
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